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1. Pre´sentation
L’exemple de de´placement ale´atoire le plus e´le´mentaire est sans doute la marche
simple sur le re´seau Zd (d > 1). Il s’agit d’e´tudier le comportement d’un marcheur
partant de l’origine et sautant a` chaque unite´ de temps, quelque soit sa position
et de fac¸on uniforme, sur l’un de ses 2d voisins dans le re´seau. Depuis le de´but
du vingtie`me sie`cle, une litte´rature mathe´matique conside´rable a e´te´ consacre´e a` ce
mode`le. La loi de ce processus est aujourd’hui tre`s bien de´crite et de nombreuses
proprie´te´s fines ont e´te´ de´montre´es. Si cet objet est tre`s satisfaisant pour de´crire
un de´placement dans un milieu homoge`ne et de´terministe, il est en revanche insuf-
fisant pour mode´liser un mouvement dans un milieu he´te´roge`ne ou inconnu. Plus
pre´cise´ment, la marche simple est une chaˆıne de Markov ayant pour transition en
tout site x de Zd le vecteur ωx = (1/2d, · · · , 1/2d) et pre´sentant donc une grande
homoge´ne´ite´ spatiale. Pour mode´liser un milieu he´te´roge`ne et ale´atoire, nous allons
conside´rer un champ de transitions (ωx)x∈Zd ale´atoire dont nous noterons P la loi. Le
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de´placement markovien associe´ est appele´ Marche Ale´atoire en Milieu Ale´atoire et
l’acronyme MAMA est traditionnellement utilise´ pour de´signer ces processus. Une
marche ale´atoire en milieu ale´atoire est donc gouverne´e par deux ale´as. Le premier
sert a` de´terminer la re´alisation du champ (ωx)x∈Zd appele´ milieu ou environnement
tandis que le second de´termine la trajectoire du marcheur dans l’environnement.
Dans les mode`les que nous allons e´tudier, la loi du milieu ve´rifie des hypothe`ses de
stationnarite´ ou d’ergodicite´ permettant de prendre en compte des environnements,
certes he´te´roge`nes, mais pre´sentant e´galement une forme de re´gularite´ spatiale. Pour
permettre au lecteur de se familiariser avec la description qui vient d’eˆtre faite,
commenc¸ons cette introduction en donnant, sans les e´tudier, quelques exemples de
MAMA.
1.1. Trois exemples.
Marche unidimensionnelle dans un milieu i.i.d. Commenc¸ons par l’exemple le
plus simple, la marche sur Z dans un environnement inde´pendant et identiquement
distribue´ (i.i.d.). Ce mode`le est le premier mode`le de MAMA a` avoir e´te´ e´tudie´. Sa
paternite´ est attribue´e, selon les auteurs, au biophysicien Chernov [19] en 1967 pour
mode´liser la re´plication de l’ADN, ou lors de simulations informatiques, a` Temkin
[71] en 1972. Dans ce mode`le, le champ des transitions est choisi i.i.d. ce qui signifie
que les (ωx)x∈Z forment une famille i.i.d. de variables ale´atoires a` valeur dans (0, 1).
Pour une re´alisation de l’environnement ω fixe´e, on conside`re la chaˆıne de Markov
(Xn)n > 0 ve´rifiant :
Pω(Xn+1 = Xn + 1|X0, · · · , Xn) = ωXn , n > 0,
et
Pω(Xn+1 = Xn − 1|X0, · · · , Xn) = 1− ωXn , n > 0.
Le lecteur pourra se reporter a` la Figure 1 p. 12 qui illustre le mode`le analogue en
dimension 2. Le comportement de la marche dans ce mode`le est aujourd’hui tre`s
bien compris ; nous rappellerons les principaux re´sultats dans la Section 2 de cette
introduction. Ce mode`le se ge´ne´ralise aise´ment aux dimensions supe´rieures et on
trouvera une e´tude de´taille´e de ce cas au Chapitre 1.
La fourmi dans un labyrinthe. Le mode`le de ✭✭ la fourmi dans le labyrinthe ✮✮
doit son nom, tre`s image´, au physicien Pierre-Gilles de Gennes [24] (voir aussi
[25]). Dans ce mode`le, le champs des transitions (ωx)x∈Zd n’est pas i.i.d. : il est
construit a` partir d’une percolation sur-critique d’areˆtes dans Zd. On trouvera une
description rigoureuse de ce mode`le ainsi qu’un rappel des principaux re´sultats au
Chapitre 4 ; on se contentera ici d’une tre`s courte pre´sentation. De´crivons en une
phrase la percolation sur-critique. On tire inde´pendamment pour chaque areˆte de
Zd une variable de Bernoulli de parame`tre p et on garde l’areˆte si la re´alisation
de la variable associe´e est 1 tandis qu’on l’efface si la re´alisation est 0. On obtient
ainsi un graphe ale´atoire. On peut montrer que pour d > 2, il existe une valeur
critique pc(d) ∈ (0, 1) telle que pour tout p > pc, ce graphe ale´atoire ait, presque
suˆrement, une unique composante connexe infinie, qui joue le roˆle du labyrinthe.
Une ✭✭ fourmi ✮✮ est maintenant introduite dans le labyrinthe et on la laisse re´aliser
une marche simple, aux plus proches voisins, sur ce graphe.
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Le mode`le de trappes de Bouchaud. Ce dernier exemple, avant de revenir a` la
discussion ge´ne´rale, est duˆ au physicien Jean-Philippe Bouchaud [14]. Il diffe`re des
premie`res MAMA pre´sente´es car on conside`re ici une chaˆıne de Markov en temps con-
tinu. Ce mode`le phe´nome´nologique a e´te´ introduit pour comprendre la dynamique
hors e´quilibre de certains syste`mes physiques de´sordonne´s comme le mode`le de spins
de Sherrington-Kirkpatrick. On trouvera une description et une e´tude sommaire
de ce mode`le au Chapitre 5. Signalons, avant une courte pre´sentation du mode`le,
que le de´placement de la marche ne correspond pas a` un de´placement physique
mais a` l’e´volution du syste`me parmi diffe´rents niveaux d’e´nergie. Cette e´volution
est mode´lise´e par une chaˆıne de Markov en temps continu sur le graphe complet.
La dynamique discre`te de cette marche est la marche simple usuelle sur le graphe
complet (et non pas une marche en milieu ale´atoire) mais les taux de saut sont tire´s
de fac¸on i.i.d. en chaque site. Les temps moyens de saut (inverses des taux de saut)
repre´sentent la profondeur des niveaux d’e´nergie (ou trappes) associe´s a` chaque site.
La loi de l’environnement est choisie de telle sorte que l’espe´rance des temps moyens
de saut soit infinie. Le fait que la profondeur des trappes ne soit pas inte´grable per-
met a` Bouchaud d’expliquer avec succe`s les phe´nome`nes de vieillissement observe´s
dans plusieurs disciplines expe´rimentales.
Le lecteur aura sans doute remarque´ que tous les exemples que nous venons de
de´crire proviennent de la physique ou de la biologie et, qu’a` ce stade de l’introduction,
nous n’avons toujours pas cite´ de mathe´maticiens. Cette pre´sentation permet d’in-
sister sur l’importance des MAMA dans de nombreux travaux de mode´lisation dont
nous n’avons donne´ ici qu’un aperc¸u. Les mode´lisations stochastiques ne´cessitant
deux ale´as sont en effet nombreuses, on trouvera en particulier des exemples en
biophysique, en oce´anographie ou dans d’autres domaines issus de la physique.
1.2. Loi quenched et loi annealed. L’e´tude des MAMA fait apparaˆıtre deux
lois importantes. On peut tout d’abord s’inte´resser a` la loi de la marche dans un
environnement typique ω fixe´, cette loi, note´ Pω est appele´e loi quenched. Cette
terminologie provient de la me´tallurgie ou` quenched signifie trempe´. Ce terme est
e´galement utilise´ en physique statistique pour de´signer la loi d’un syste`me a` de´sordre
fixe´, par exemple la position de particules magne´tise´es dans un alliage neutre. La
loi quenched est markovienne et he´te´roge`ne spatialement. On s’inte´ressera aussi a`
la loi tenant compte de l’ale´a sur le milieu. Cette loi appele´e loi annealed, note´e P
est de´finie par le produit semi-direct
P = P× Pω,
ou` l’on rappelle que P de´signe la loi de l’environnement. La loi annealed n’est pas
markovienne mais pre´sente une forte homoge´ne´ite´ spatiale due a` la re´alisation d’une
moyenne sur les environnements. Le terme provient e´galement de la me´tallurgie ou`
il signifie recuit. Les physiciens l’utilisent aussi pour de´signer une moyenne sur le
de´sordre.
1.3. Motivations. Nous avons vu sur les premiers exemples que les MAMA
sont tre`s utiles pour diverses mode´lisations physiques, mais ces processus sont e´galement
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tre`s inte´ressant d’un point de vue purement mathe´matique. Les deux couches d’ale´a
de la loi annealed ne peuvent se traiter comme un seul ✭✭ super ✮✮ ale´a qui ramenerait
ces mode`les vers la the´orie bien connue des marches ale´atoires classiques. Les toutes
premie`res e´tudes sur les MAMA font apparaˆıtre des comportements nouveaux pour
des marches ale´atoires que l’on ne peut pas observer dans des milieux de´terministes
et homoge`nes. Conside´rons un exemple ce´le`bre : le re´gime re´current dans le mode`le
unidimensionnel i.i.d. Sina¨ı montre dans [63] que la distance typique de la marche a`
0 au temps n est en (lnn)2 (voir la Section 2 de cette introduction pour un e´nonce´
rigoureux) tandis que pour la marche simple, il est bien connu que cette distance est
en
√
n. Pour ce meˆme mode`le, et pour certaine loi de l’environnement, la marche peut
e´galement adopter simultane´ment un comportement transient et une vitesse nulle, ce
qui est impossible pour une marche dans un milieu homoge`ne. Les mathe´maticiens
se sont e´videmment tre`s rapidement inte´resse´s a` ces comportements pathologiques
et ont tente´ de comprendre ces phe´nome`nes de ralentissement.
Plus ge´ne´ralement, lorsqu’on e´tudie le comportement d’une MAMA, on cherche sou-
vent a` comparer le comportement de la marche avec celui d’une marche usuelle. En
d’autre termes, on se demande si la marche ✭✭ ressent ✮✮ l’environnement ou si au
contraire, elle l’✭✭ ignore ✮✮ et se comporte comme une marche classique. On vient
de voir que dans le cas unidimensionnel, le fait de rendre l’environnement ale´atoire
modifie totalement le comportement de la marche. Au contraire, pour le mode`le de
la ✭✭ fourmi dans le labyrinthe ✮✮, sur le plan qualitatif, la marche ignore l’environ-
nement, et se comporte asymptotiquement comme une marche simple, y compris
sous la loi quenched (nous renvoyons le lecteur au Chapitre 4 pour une courte revue
de la litte´rature consacre´e a` ce mode`le).
Enfin, certains mode`les, de´finis par un parame`tre, peuvent admettre deux re´gimes.
Pour certaines valeurs du parame`tre, la MAMA admet un comportement proche
de celui d’une marche usuelle en milieu de´terministe homoge`ne tandis que pour
d’autres valeurs du parame`tre, la marche subit des ralentissements anormaux duˆs
au milieu. Un exemple ce´le`bre de ce type de mode`le est la marche biaise´e sur le
cluster infini e´tudie´e dans [68] et [10]. On trouvera une description de ce mode`le
et des principaux re´sultats au Chapitre 4 (Section 2.2.2). Ce mode`le est semblable
a` celui de ✭✭ la fourmi dans le labyrinthe ✮✮, mais on ajoute un biais, c’est-a`-dire une
direction privile´gie´e par la marche. Pour des biais faibles, la marche pre´sente une
vitesse strictement positive (on parle de comportement balistique), tandis que pour
des biais forts, des ralentissements apparaissent et la marche a une vitesse nulle bien
qu’elle soit transiente. On s’attachera, pour ce type de mode`le, a` trouver la, ou les,
valeurs du parame`tre se´parant les diffe´rents re´gimes et a` caracte´riser chacun des
re´gimes.
1.4. Le roˆle de la dimension. S’il fallait re´aliser une classification des mode`les
de MAMA, la notion de dimension serait certainement l’une des plus pertinentes.
En effet, davantage encore que les proprie´te´s de la loi du milieu (stationnarite´ ou
ergodicite´ par exemple) ou la nature de la chaˆıne (temps continu ou temps discret),
c’est la dimension de l’espace dans lequel la chaˆıne prend ses valeurs qui diffe´rencie
le plus les diffe´rents mode`les.
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La dimension 1 pre´sente en effet certaines spe´cificite´s qui permettent une e´tude tre`s
approfondie.
– Toute chaˆıne de Markov irre´ductible sur la droite est re´versible (cette proprie´te´
est e´galement vraie pour les arbres).
– La ge´ome´trie de la droite est simple et les trajectoires sur Z sont tre`s spe´cifiques.
En particulier, une trajectoire allant d’un site x a` un site y > x passe par tous
les points du segment [x, y].
Ces proprie´te´s permettent de de´crire avec grandes pre´cisions les MAMA unidimen-
sionnelles comme nous le verrons pour le mode`le i.i.d dans la Section 2.
Pour les dimensions d > 2, la technologie de´veloppe´e pour le mode`le unidimension-
nel ne fonctionne plus. Le re´seau multidimensionnel pre´sente des boucles, ce qui
entraˆıne une non re´versibilite´ de la loi quenched pour de nombreux mode`les (no-
tamment le mode`le i.i.d.). Les trajectoires restent simples mais, il existe de´sormais
plusieurs fac¸ons d’atteindre une distance donne´e, ce qui complique singulie`rement
l’e´tude de la marche. Il a donc fallu de´velopper de nouveaux outils exploitant davan-
tage l’homoge´ne´ite´ de la loi annealed. L’outil qui aura permis le plus de progre`s est
sans conteste la structure de renouvellement introduite par Sznitman et Zerner
dans [70], dont on trouvera une e´tude au Chapitre 1. Un autre outil important est
✭✭ l’environnement vu depuis la particule ✮✮ qui permet de contourner le car-
acte`re non-markovien de la loi annealed. On trouvera des exemples d’application de
cet outil aux Chapitre 4 et 5. Signalons enfin l’e´tude de la plus petite valeur propre
(trou spectral) du ge´ne´rateur de la marche re´fle´chie ou absorbe´e par une boˆıte pour
re´soudre certains proble`mes ; les exemples sont nombreux dans les articles de Sznit-
man re´fe´rence´s dans la bibliographie, citons e´galement [60]. Dans cette the`se,
nous allons surtout nous inte´resser au cas multidimensionnel.
Nous donnons maintenant une description plus pre´cise des mode`les que nous allons
e´tudier ainsi que des principaux re´sultats.
2. Mode`le i.i.d. en temps discret
Il s’agit de la ge´ne´ralisation a` toutes dimensions du mode`le unidimensionnel qui
constituait notre premier exemple. On se donne une loi µ sur le simplexe S2d−1 de
R2d+ et on conside`re la mesure produit
P = µ⊗Z
d
,
sur l’espace des environnements Ω = (S2d−1)Z
d
. On supposera que µ n’est pas re´duit
a` une masse de Dirac afin d’e´viter le cas des marches classiques. E´tant donne´ un
environnement ω ∈ Ω, on de´finit pour x ∈ Zd, la loi quenched Px,ω par
Px,ω(X0 = x) = 1, Px,ω − p.s.,
et les transitions
Px,ω(Xn+1 = Xn + e|X0, · · · , Xn) = ωXn(e), e ∈ Zd, |e| = 1.
La Figure 1 pre´sente un exemple d’environnement. On ajoute e´galement l’hypothe`se
d’ellipticite´ suivante qui assure, P-p.s., le caracte`re irre´ductible de la loi quenched.
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ωx(e1)ωx(−e1)
x
ωx(e2)
ωx(−e2)
ωy(−e2)
ωy(−e1)
ωy(e2)
ωy(e1)
y 0
Fig. 1. Exemple d’environnement
Hypothe`se (Stricte ellipticite´). µ(ω0(e) > 0) = 1, e ∈ Zd, |e| = 1.
Nous mentionnons e´galement tout de suite une hypothe`se d’ellipticite´ plus forte
que nous utiliserons pour certains re´sultats.
Hypothe`se (Uniforme ellipticite´). Il existe ǫ > 0 tel que
µ(ω0(e) > ǫ) = 1, e ∈ Zd, |e| = 1.
Ce mode`le est le plus ce´le`bre mode`le de MAMA et e´galement l’un des plus e´tudie´.
Il illustre bien le roˆle de la dimension que nous avons signale´ en 1.4. En dimension 1,
le mode`le est parfaitement maˆıtrise´ alors qu’en dimension supe´rieure, des questions
e´le´mentaires restent sans re´ponse. Commenc¸ons par rappeler sans de´monstration les
principaux re´sultats en dimension 1.
2.1. Principaux re´sultats en dimension 1. Les premiers re´sultats sur ce
mode`le sont duˆs a` l’e´le`ve de Spitzer, Solomon en 1975 [64]. Il trouve le crite`re
se´parant transience et re´currence et formule la loi des grands nombres. Avant d’e´non-
cer ces the´ore`mes, introduisons pour tout x ∈ Z, la (tre`s utile) variable
ρx =
1− ωx
ωx
. (0.1)
Nous supposerons que E(ln ρ0) est bien de´fini (e´ventuellement infini). Le the´ore`me
suivant traite de la question transience/re´currence.
The´ore`me (Solomon-1975).
(1) Si E(ln ρ0) > 0 (resp. < 0) alors la marche est transiente et
lim
n→+∞
Xn = −∞ (resp. +∞) P0 − p.s.
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(2) Si E(ln ρ0) = 0 la marche est re´currente et
lim sup
n→+∞
Xn = − lim inf
n→+∞
Xn = +∞ P0 − p.s.
Le the´ore`me suivant est consacre´ a` la loi des grands nombres.
The´ore`me (Solomon-1975). On a P0-p.s.,
lim
n→∞
Xn
n
= v,
avec v =

1−E(ρ0)
1+E(ρ0)
si E(ρ0) < 1
E(1/ρ0)−1
1+E(1/ρ0)
si E(1/ρ0) < 1
0 si 1
E(ρ0)
6 1 6 E(1/ρ0)
On de´duit de ces deux the´ore`mes, comme nous l’avons de´ja` fait remarquer, qu’il
est possible qu’une MAMA soit transiente mais avec une vitesse nulle. Ce re´gime a
e´te´ e´tudie´ par Kesten, Kozlov et Spitzer [40] qui e´tablissent en 1975 la convergence
en loi de la marche correctement renormalise´e, sous la loi annealed, vers une loi non
de´ge´ne´re´e. L’e´tude du re´gime re´current est duˆe a` Sina¨ı [63] en 1982.
The´ore`me (Sina¨ı-1982). Sous l’hypothe`se d’uniforme ellipticite´, il existe une
variable ale´atoire non de´ge´ne´re´e et non gaussienne b∞ tel que Sn(lnn)2 converge en loi
vers b∞ sous P0.
La lenteur du de´placement macroscopique est tout a` fait remarquable (Sn est
de l’ordre de (lnn)2 au lieu de
√
n pour la marche simple). La lite´rature compte de
nombreux autres re´sultats sur les MAMA unidimensionnelles, citons notamment les
travaux sur les grandes de´viations [34] ou [20]. Cette the`se e´tant consacre´e au cas
multidimensionnel, nous ne mentionnerons pas tous les re´sultats disponibles pour
le cas d = 1 et renvoyons le lecteur qui souhaiterait en savoir plus au cours de
Saint-Flour de Zeitouni, [76].
2.2. Le cas multidimensionnel. Nous allons maintenant nous inte´resser au
cas des dimensions d > 2. Le premier chapitre de cette the`se est essentiellement bib-
liographique et a pour ambition de pre´senter les avance´es re´alise´es dans le domaine
jusqu’a` l’introduction par Sznitman et Zerner en 1999 de la structure de renouvelle-
ment dans [70], ainsi que ses principales utilisations. Nous n’allons e´videmment pas
re´pe´ter ici tous ces re´sultats mais nous en donnons un bref re´sume´ afin de conserver
une cohe´rence dans cette introduction.
Nous avons de´ja` e´voque´ les difficulte´s du cas multidimensionnel, elles sont ici cru-
ellement illustre´es par le fait que l’on ne posse`de toujours pas l’e´quivalent des deux
the´ore`mes de Solomon. Les premiers travaux sur ce mode`le sont dus a` Kalikow [39]
lors de sa the`se sous la direction de Kesten en 1981. Kalikow ne s’inte´resse plus a` la
question de la transience mais a` la transience directionnelle. Pour ℓ ∈ Rd, on de´finit
l’e´ve`nement,
Aℓ = { lim
n→+∞
Xn · ℓ = +∞}.
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Kalikow [39] prouve, en 1981, la loi du 0 − 1 pour l’e´ve`nement Aℓ ∪ A−ℓ. Il pose
e´galement la question ✭✭ L’e´ve`nement Aℓ ve´rifie-t-il P0(Aℓ) = 0 ou 1 ? ✮✮ qui feˆtera
bientoˆt ses 30 ans sans avoir trouve´ sa re´ponse...excepte´ pour la dimension 2, [80]. Le
domaine connaˆıt ensuite peu d’avance´es pendant de longues anne´es car il manque
encore les outils ne´cessaires a` son e´tude. Le mode`le suscite ne´anmoins toujours
l’inte´reˆt. Bricmont et Kupiainen [17] s’inte´ressent notamment a` la marche simple
faiblement perturbe´e en dimension d > 2. Ils montrent qu’une telle marche est
diffusive mais la preuve de [17] semble eˆtre incomple`te. Signalons les travaux re´cents
de Sznitman et Zeitouni [69] ou Bolthausen et Zeitouni [13] qui donnent une preuve
comple`te du meˆme re´sultat pour le mode`le analogue sur Rd (d > 2). Cet exemple
est instructif car il montre qu’il faut s’attendre a` d’importantes diffe´rences entre
le cas unidimensionnel et le cas d > 2, tant au niveau des techniques a` utiliser,
que du comportement de la marche. L’e´tude des MAMA rebondit en 1999 avec
l’introduction par Sznitman et Zerner [70] de la structure de renouvellement. Cet
outil, associe´ a` deux re´sultats de Zerner, [78] et le Lemme 3.2.5 p. 265 de [76],
permet d’obtenir un the´ore`me proche d’une loi des grands nombres,
The´ore`me (Sznitman-Zerner-1999). On a P0 − p.s.,
lim
n→∞
Xn
n
= v,
avec v une variable ale´atoire dont le support comporte au plus deux e´le´ments.
Ce the´ore`me se transforme en ✭✭ vraie ✮✮ loi des grands nombres dans le cas de la
dimension d = 2 graˆce a` la loi du 0 − 1 de Merkl et Zerner, [80]. Dans une se´rie
d’articles, [65],[66] et [67], Sznitman e´tudie la classe des marches balistiques (c’est-
a`-dire satisfaisant une loi des grands nombres avec vitesse non nulle). Il introduit
des conditions suffisantes toujours plus fines ((T ), (T ′)) sans toutefois parvenir a` une
caracte´risation de cette classe. Nous allons maintenant e´voquer quelques re´sultats
plus re´cents.
The´ore`me central limite. Ces dernie`res anne´es, une activite´ importante s’est
e´tablie autour de la question du the´ore`me central limite quenched. La question du
the´ore`me central limite peut sembler surprenante car on vient de voir que la loi des
grands nombres e´tait encore une question ouverte, on se place en fait toujours dans
le cas d’une marche ayant un comportement balistique et on essaie d’affiner cette
proprie´te´ en obtenant un the´ore`me central limite. Sur cette question, on renvoie le
lecteur a` [56], [54], [55] ou encore [11].
Grandes de´viations. Le premier re´sultat pour les grandes de´viations de la vitesse
sous la mesure quenched est duˆ a` Zerner [77] qui e´tudie le cas d’une environnement
nestling. Le cas annealed a ensuite e´te´ traite´ par Varadhan [73]. Citons e´galement
la the`se de Rosenbluth [59] ou` l’auteur donne une expression de la fonction de taux,
et le travail re´cent de Yilmaz dans un cadre tre`s ge´ne´ral [75].
Pour terminer ce paragraphe consacre´ au milieu i.i.d., signalons l’existence d’un
mode`le similaire en milieu continu. On renvoie le lecteur inte´resse´ par ce cadre a`
[33].
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2.3. Direction asymptotique. Dans le Chapitre 2, nous nous inte´ressons a` la
notion de direction asymptotique. La sphe`re euclidienne dans Rd sera note´e Sd−1.
On dit d’une MAMA qu’elle admet ν ∈ Sd−1 pour direction asymptotique si
lim
n→∞
Xn
|Xn| = ν, P0 − p.s.
Cette notion est sans inte´reˆt dans le cas d’une marche a` comportement balistique
mais peut apporter une information inte´ressante dans le cas d’une marche a` vitesse
nulle. Notre principal re´sultat est une caracte´risation de la classe des MAMA ad-
mettant une direction asymptotique.
The´ore`me. Les trois propositions suivantes sont e´quivalentes :
i) Il existe un ouvert non vide O de Rd tel que
∀ℓ ∈ O, P0 (Aℓ) = 1.
ii) Il existe ν ∈ Sd−1 tel que
P0 − a.s., Xn|Xn| −−−→n→∞ ν.
iii) Il existe ν ∈ Sd−1 tel que pour tout ℓ ∈ Rd,
ℓ · ν > 0 =⇒ P0 (Aℓ) = 1.
L’outil principal pour obtenir ce re´sultat est la construction d’une structure
de renouvellement avec coˆnes, similaire a` celle construite dans [22]. Cet outil per-
met e´galement de prouver qu’une MAMA ne peut admettre plus de deux direc-
tions asymptotiques, voir le Corollaire 2.1 du Chapitre 2. On trouvera e´galement
au Chapitre 2 une pre´sentation de ces re´sultats permettant de mieux comprendre
l’hypothe`se (i) du the´ore`me ci-dessus.
3. Un mode`le i.i.d. en temps continu
3.1. Mode`le. Nous allons maintenant pre´senter le mode`le e´tudie´ dans le Cha-
pitre 3 et les principaux re´sultats de ce chapitre. De nouveau nous allons conside´rer
un environnement i.i.d. mais cette fois, nous nous inte´ressons a` une marche en temps
continu. Une chaˆıne de Markov en temps continu peut eˆtre vue comme une chaˆıne de
Markov en temps discret, que nous appellerons squelette, dont le temps est modifie´
par un processus appele´ ✭✭ clock process ✮✮. L’espace des environnements est donc
constitue´ des vecteurs de transitions (ωx)x∈Zd comme pre´ce´demment mais aussi de
temps moyen de saut (inverse des taux de saut) (λx)x∈Zd permettant de construire
le changement de temps. Un environnement sera donc un e´le´ment ω = (ω, λ) de
Ω := (S2d−1 × R∗+)Z
d
.
On munit Ω de la tribu produit et on conside`re une loi P, mesure produit homoge`ne,
sur Ω dont on note P1 et P2, les deux marginales. On suppose que P1 ve´rifie l’hy-
pothe`se d’ellipticite´ stricte. Nous avons essaye´ de re´pondre a` deux questions sur ce
mode`le.
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Question 1. E´tant donne´ deux marginales P1 et P2, la vitesse de la marche
(lorsqu’elle existe) est une fonction du couplage de ces deux lois. On cherche alors
a` calculer les vitesses extre´males, vmin et vmax, ainsi que les couplages permettant
d’atteindre ces extrema.
Question 2. E´tant donne´ une loi P1 de´terminant une dynamique en temps discret
balistique, est-il possible de construire une loi P2 sur les temps de saut tel que :
– P2 soit d’espe´rance finie.
– Il existe un couplage P de P1 et P2 tel que la marche en temps continu dans
l’environnement de loi P ait une vitesse nulle ?
On dira alors que la marche sous P1 peut eˆtre arreˆte´e.
3.2. Re´sultats. De nouveau, il faut distinguer le cas unidimensionnel ou` les
re´ponses sont pre´cises du cas multidimensionnel, plus complique´.
La dimension 1. On adapte les me´thodes du cas discret pre´sente´es dans la Sec-
tion 2 pour obtenir crite`re de re´currence et loi des grands nombres (voir The´ore`me
3.1). L’e´tude de la vitesse nous permet ensuite de re´pondre aux deux questions
pose´es. Pour formuler le premier re´sultat, nous avons besoin de quelques notations :
F1 de´signera la fonction de re´partition de
1
ω
sous P1 tandis que F2 de´signera celle de
P2. On conserve la notation ρ introduit en (0.1). La re´ponse a` la premie`re question
est donne´e par le the´ore`me suivant,
The´ore`me (d = 1). Soit P1 tel que la marche en temps discret soit transiente
vers la droite et P2 d’espe´rance finie.
– Si EP1(ρ0) > 1 alors vmin = vmax = 0
– Si EP1(ρ0) < 1 alors
vmin =
1− EP1(ρ0)∫ 1
0
F−11 (u)F
−1
2 (u)du
vmax =
1− EP1(ρ0)∫ 1
0
F−11 (u)F
−1
2 (1− u)du
.
De plus le majorant est atteint par le couplage monotone et le minorant par le
couplage de´croissant.
Rappelons que pour deux variables ayant pour fonctions de re´partition F et G,
le couplage monotone est de´fini par (F−1(U), G−1(U)) ou` U de´signe une variable
uniforme, tandis que le couplage de´croissant est donne´ par (F−1(U), G−1(1 − U)).
La re´ponse a` la seconde question est donne´e par le the´ore`me suivant,
The´ore`me (d = 1). Une marche balistique en temps discret avec environnement
P1 peut eˆtre arreˆte´e si et seulement si P1 ne ve´rifie pas l’hypothe`se d’uniforme ellip-
ticite´.
Ces re´sultats ne sont gue`re surprenants, la strate´gie la plus efficace pour ralentir
une marche est de coupler les grands temps de saut aux sites qui sont les plus visite´s.
Pour une marche unidimensionnelle transiente vers la droite, on associera donc les
grands temps aux petits ✭✭ ω ✮✮.
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Le cas multidimensionnel. Nous allons nous placer dans le cadre le plus simple,
c’est-a`-dire celui d’une marche en temps discret ayant un comportement balistique.
On cherche a` comprendre comment le passage en temps continu modifie la vitesse.
Nous allons nous appuyer sur la structure de renouvellement de Sznitman et Zerner
que nous allons cette fois conside´rer en temps continu et qui nous donnent une ex-
pression de la vitesse. Les positions de renouvellement discre`tes et continues co¨ınci-
dent et on cherche donc a` calculer l’espe´rance du temps de renouvellement pour la
MAMA en temps continu. Le calcul ame`ne le re´sultat suivant (τ1 et τ2 sont les deux
premiers temps de renouvellement, voir le Chapitre 1 pour une de´finition) :
E0(τ2 − τ1) = E (Φ(ω)× λ0) .
On renvoie le lecteur au Chapitre 3 pour la de´finition de Φ, qui ne´cessite l’utilisation
de la structure de renouvellement. Cette fonction est difficile a` comprendre et sa
complexite´ donne une e´criture des re´sultats peu explicite, elle permet cependant
d’obtenir des bornes the´oriques optimales pour les vitesses maximale et minimale
(The´ore`me 3.5).
4. Percolation et mode`le de trappes
Le Chapitre 5 de cette the`se est consacre´ a` l’e´tude d’un mode`le de MAMA
en temps continu avec un environnement construit a` partir d’une percolation de
sites sous-critique dans Zd. On trouvera les rappels ne´cessaires sur la percolation au
Chapitre 4. On trouvera e´galement dans ce chapitre la description d’autres mode`les
de MAMA dont l’environnement est construit a` partir de la re´alisation d’une per-
colation, notamment le mode`le de la ✭✭ fourmi dans le labyrinthe ✮✮.
4.1. Mode`le. On conside`re une percolation ω de sites dans Zd, i.i.d. et sous-
critique, on note P sa loi. On rappelle que P−p.s., tous les clusters de ω sont finis
et pour tout site x ∈ Zd, on notera Cx le cardinal du cluster de x. On rappelle
e´galement que
lim
n→∞
1
n
lnP(C0 > n) = −ξ,
ou` ξ > 0 est souvent appele´ distance de corre´lation. Pour une re´alisation de l’en-
vironnement ω fixe´ nous allons de´finir une marche (Yt)t > 0 soumise a` un biais, de
direction ℓ ∈ Sd−1 et de puissance λ > 0, ainsi qu’a` une attraction par les clusters de
ω dont la force est controˆle´e par un parame`tre β > 0. Plus pre´cise´ment, on de´finit
la chaˆıne de Markov en temps continu (Yt)t > 0 de loi Pω dont :
– le squelette est la marche simple sur Zd de loi P˜ , partant de 0, et de´finie pour
tout x ∈ Zd et e ∈ Zd, |e| = 1, par :
P˜ (Xn+1 = x+ e|Xn = x) = e
λℓ·e∑
|e′|=1 e
λℓ·e′ .
– le temps moyen de saut au site x ∈ Zd est e´gal a` eβCx .
On notera que, sous P, les temps de saut ne sont pas i.i.d. ce qui complique l’e´tude de
la MAMA. On remarquera en revanche que la dynamique discre`te n’est pas soumise
a` deux niveaux d’ale´a et qu’il s’agit donc d’une marche classique.
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4.2. Re´sultats. Nous donnons maintenant les principaux re´sultats sur ce mode`le.
Une e´tude de l’environnement vu depuis la particule permet d’obtenir une loi des
grands nombres pour toutes les valeurs des parame`tres.
The´ore`me (Loi des grands nombres). Pour tout λ > 0 et tout β > 0,
Yt
t
−−−−→
t→+∞
v(λ, β), P − p.s.,
avec
v(λ, β) =
(
EeβC0
)−1
d(λ) .
ou` d(λ) de´signe le drift du squelette.
On remarque que pour β > ξ, v(λ, β) = 0 et un re´gime sous-diffusif apparaˆıt
de´crit par le the´ore`me suivant,
The´ore`me (Re´gime sous-diffusif). Soit β > ξ.
(1) Pour tout d > 1 et λ > 0,
ln |Yt|
ln t
−−−−→
t→+∞
ξ
β
P − p.s.
(2) Si λ = 0, et d > 2,
lim sup
t→+∞
ln |Yt|
ln t
=
ξ
2β
P − p.s.
(3) Si d = 1 et λ = 0,
lim sup
t→+∞
ln |Yt|
ln t
=
1
2
( β
2ξ
+
1
2
)−1
P − p.s.
Enfin pour β < ξ et λ = 0, la marche est dans un re´gime diffusif caracte´rise´ par
un principe d’invariance quenched.
The´ore`me (Re´gime diffusif). On suppose λ = 0, et E(eβC0) < ∞. Alors le
processus Zǫ = (Zǫt )t > 0, Z
ǫ
t = ǫ
1/2Yǫ−1t, ve´rifie le principe d’invariance quenched :
pour presque tout ω, la famille de processus Zǫ converge en loi, quand ǫ tend vers
0, dans la topologie de Skorohod, vers un mouvement brownien d-dimensionnel avec
matrice de covariance Σ =
(
d× E(eβC0))−1Id
On voit donc a` la lumie`re de ces re´sultats que la MAMA ne ✭✭ ressent ✮✮ pas
l’environnement pour une attraction β faible (voir le the´ore`me sur le re´gime diffusif)
tandis que pour β grand, la marche subit un ralentissement duˆ au milieu. La valeur
critique se´parant les deux re´gimes est la distance de corre´lation ξ.
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5. Notations et organisation du manuscrit
Nous terminons cette introduction avec quelques remarques sur les notations que
nous utiliserons ainsi que sur l’organisation du manuscrit. Ce manuscrit comporte
des chapitres en langues franc¸aise et anglaise, mais combine aussi des articles publie´s
durant ce doctorat avec des parties bibliographiques ou encore la pre´sentation de
travaux originaux. Pour aider le lecteur a` s’orienter dans le manuscrit, voici un bref
re´capitulatif du contenu de chaque chapitre.
– Le Chapitre 1 reprend des e´le´ments bibliographiques autour du mode`le i.i.d.
et de la structure de renouvellement. Il est re´dige´ en franc¸ais entie`rement.
– Le Chapitre 2 est constitue´ de l’article Asymptotic Direction for Random Walk
in Random Environment, [62], pre´ce´de´ d’une pre´sentation des re´sultats et
techniques utilise´s. L’article est re´dige´ en anglais mais la pre´sentation est en
franc¸ais.
– Le Chapitre 3 traite d’un mode`le original de MAMA en temps continu dans
un environnement i.i.d. Il est re´dige´ entie`rement en franc¸ais.
– Le Chapitre 4 est essentiellement bibliographique a` l’exception du The´ore`me
4.8. On y trouvera une pre´sentation de quelques mode`les de MAMA dont l’envi-
ronnement est construit a` partir d’une percolation. Ce chapitre est entie`rement
re´dige´ en franc¸ais.
– Le Chapitre 5 est constitue´ de l’article Random Walk Delayed on Percolation
Clusters, [21], re´dige´ en anglais. On trouvera e´galement une pre´sentation, en
franc¸ais de cet article.
Nous avons essaye´ de conserver une grande inde´pendance entre les diffe´rents chapitres
afin de permettre au lecteur de lire seulement la partie du manuscrit qui l’inte´resse
(en particulier les deux articles peuvent eˆtre lus inde´pendamment du reste du manu-
scrit). Cet effort s’est fait au prix de nombreuses re´pe´titions, notamment de mode`les
et d’hypothe`ses ; nous espe´rons qu’elles ne lasseront pas trop le lecteur. Bien que cela
ne soit pas apparent dans le plan, on peut identifier deux parties dans ce travail :
les Chapitres 1 a` 3 constituent une premie`re partie consacre´e aux environnements
i.i.d, tandis que les Chapitres 4 et 5 traitent d’environnements non i.i.d. construits
a` partir d’une percolation.
Notations. Le domaine des MAMA pre´sente quelques particularite´s de notations.
Traditionnellement les symboles avec double barres (comme E ou P) sont re´serve´s a`
l’environnement tandis que les objets se rapportant a` la loi quenched se notent avec
ω en indice (Eω ou Pω). Signalons aussi que si A est un e´ve`nement mesurable on
notera souvent E(X1A) = E(X,A).
La notation | · | de´signe la norme euclidienne sur Rd et | · |∞ la norme infinie.

CHAPITRE 1
Mode`le i.i.d. et renouvellement
Cette partie est essentiellement bibliographique. Nous pre´sentons quelques re´sul-
tats importants de ces trente dernie`res anne´es consacre´s aux environnements i.i.d.
dans le cas multidimensionnel. Cette pre´sentation n’est bien entendu pas exhaustive
et on trouvera surtout une description de la structure de renouvellement introduite
dans [70] et de son utilisation pour obtenir la loi des grands nombres. L’objectif est
d’introduire plus pre´cise´ment le domaine des MAMA en milieux i.i.d. mais sutout
de faciliter la lecture du Chapitre 2.
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Ce chapitre est entie`rement re´dige´ en franc¸ais. On y trouvera la description de
re´sultats disponibles dans la litte´rature (mais pas de travaux originaux).
1. Le mode`le i.i.d.
1.1. Mode`le. Une loi markovienne en temps discret et a` valeur dans Zd est
caracte´rise´e par son point de de´part (qui est de´terministe dans le mode`le que l’on
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conside`re) et par la donne´e en chaque site x de Zd d’un vecteur de transition ωx.
Nous allons nous inte´resser uniquement a` des marches aux plus proches voisins, un
vecteur de transition sera donc simplement un e´le´ment du simplexe de R2d+ :
S2d−1 := {(pi)i∈{1,··· ,2d} ∈ R2d+ ,
2d∑
i=1
pi = 1}.
L’espace des environnements sera Ω := SZ
d
2d−1 et pour tout ω ∈ Ω, et x ∈ Zd nous
pouvons construire la chaˆıne de Markov (Xn)n > 0 de loi Px,ω de´finie par,
Px,ω(X0 = x) = 1, Px,ω − p.s.,
et les transitions
Px,ω(Xn+1 = Xn + e|X0, · · · , Xn) = ωXn(e), e ∈ Zd, |e| = 1.
On souhaite maintenant tirer un environnement de fac¸on ale´atoire. On commence
donc par munir S2d−1 de sa tribu canonique et Ω de la tribu produit associe´e. La
fac¸on la plus simple pour obtenir un environnement ale´atoire est de choisir une loi
µ sur S2d−1 et de conside´rer la mesure produit sur Ω :
P := µ⊗Z
d
.
Sous P, les variables (ωx)x∈Zd forment donc une famille de variables i.i.d. de loi µ.
Dans ce travail, nous allons nous restreindre a` des chaˆınes irre´ductibles, ce qui nous
ame`ne a` supposer que la loi µ satisfait l’hypothe`se d’ellipticite´ (H1.1)
Hypothe`se 1.1 (H1.1). µ(ω0(e) > 0) = 1, e ∈ Zd, |e| = 1.
On peut maintenant de´finir pour tout x ∈ Zd la loi annealed, Px par le produit
semi-direct :
Px := P× Px,ω.
Notons e´galement que pour ω fixe´, Px,ω sera appele´ loi quenched.
1.2. Remarques sur la loi annealed. La principale difficulte´ de l’e´tude de
(Xn)n > 0 sous la loi annealed Px est son caracte`re non-markovien. En effet, le passe´
d’une trajectoire apporte une information sur la partie de l’environnement qui a e´te´
visite´e. Lorsque la marche ✭✭ repasse ✮✮ sur un site de´ja` visite´, la loi de l’environnement
est modifie´e par les informations obtenues lors des premie`res visites. De fac¸on plus
pre´cise, on conside`re un site x ∈ Zd et on s’inte´resse a` l’e´volution de la loi de ωx en
conditionnant P0 au passe´ de la trajectoire. Avant le premier passage de la marche
en x, la loi de ωx est
µ.
On conditionne maintenant P0 a` ce que la marche soit passe´e au moins une fois en
x et ait emprunte´e l’areˆte e ∈ Zd (|e| = 1) lors de ce passage. La loi de ωx sous cette
mesure est
µ1, avec dµ1(ω) =
ω(e)∫
ω(e)dµ(ω)
dµ(ω).
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Plus ge´ne´ralement, on conditionne P0 a` ce que la marche soit passe´e au moins n fois
en x et a` ce que la se´quence des areˆtes emprunte´es soit e1, · · · , en. La loi de ωx sous
cette mesure est
µn, avec dµn(ω) =
ω(e1) · · ·ω(en)∫
ω(e1) · · ·ω(en)dµ(ω)dµ(ω).
Disons de fac¸on informelle qu’au (n + 1)-e`me passage en x la marche ✭✭ verra ✮✮ un
environnement de loi µn. On peut reconnaˆıtre dans cette formulation une e´criture
proche de la the´orie bayesienne des statistiques. La loi µ joue le roˆle de la loi a priori
et les lois µ1, · · · , µn sont les lois a posteriori. Enriquez et Sabot [30] ont propose´
d’appre´hender la loi annealed comme une marche renforce´e ce qui donne une lecture
plus probabiliste de l’ide´e qui vient d’eˆtre pre´sente´e. Rappelons que les marches
renforce´es sont des processus non markoviens dont les transitions e´voluent avec le
temps, favorisant les areˆtes qui ont e´te´ les plus visite´es. Cette classe de marche a e´te´
introduite en 1987 par Coppersmith et Diaconis (voir [27]). Citons e´galement [1] ou`
les auteurs s’inte´ressent a` la possibilite´ de reconstruire la loi de l’environnement a`
partir de l’observation d’une trajectoire.
Nous avons tre`s brie`vement pre´sente´ les difficulte´s lie´es a` l’e´tude de la loi annealed,
remarquons maintenant un avantage important de cette loi. Le fait d’inte´grer par
rapport a` l’environnement rend la loi annealed spatialement homoge`ne alors que la
loi quenched pre´sente au contraire des transitions tre`s he´te´roge`nes dans le cas d’un
environnement non de´ge´ne´re´.
1.3. Dimension. Nous avons vu au de´but de l’introduction que le cas de la
dimension 1 e´tait spe´cifique de par la re´versibilite´ de la marche quenched et la
simplicite´ ge´ome´trique de la droite. Nous avons e´galement signale´ que ces pro-
prie´te´s ne sont plus vraies dans le cas multidimensionnel pour de nombreux mode`les.
C’est malheureusement le cas pour le mode`le i.i.d. : la loi quenched n’est pas
re´versible de`s que la loi de l’environnement n’est pas de´ge´ne´re´e. Par ailleurs, rap-
pelons qu’inde´pendamment du mode`le, la ge´ome´trie du re´seau Zd est simple mais
elle autorise des trajectoires bien plus complique´es qu’en dimension 1. Il est notam-
ment possible de joindre deux sites x et y en contournant tout ou partie du segment
(x, y). Le roˆle de la dimension e´voque´ dans l’introduction est donc de´terminant
pour le mode`le i.i.d. : le comportement de la marche en dimension 1 est maintenant
tre`s bien compris alors que des questions e´le´mentaires ne sont pas re´solues pour le
cas multidimensionnel. Une fois de plus, nous renvoyons le lecteur a` [76] pour un
panorama tre`s complet du cas unidimensionnel qui ne sera pas du tout aborde´ dans
cette partie.
Ayant perdu les deux spe´cificite´s de la dimension 1, il a donc fallu trouver d’autres
ide´es pour e´tudier les MAMAmultidimensionnelles. La ✭✭ strate´gie ✮✮ est tre`s diffe´rente
de celle utilise´e en dimension 1, ici les techniques vont souvent s’appuyer directe-
ment sur la loi annealed. Remarquons, pour commencer, que graˆce au caracte`re i.i.d.
de l’environnement, le passe´ de la marche apporte des informations uniquement sur
la partie de l’environnement correspondant aux sites visite´s. L’une des ide´es essen-
tielles pour s’affranchir du caracte`re non-markovien du processus annealed est donc
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de regarder la marche sur des temps, ou des intervalles de temps, ou` elle ne visite
que des sites inconnus. C’est une ide´e centrale dans la construction de la structure
de renouvellement de Sznitman et Zerner, [70], mais e´galement dans de nombreux
autres travaux.
2. Re´currence, transience et loi du 0− 1
Le premier travail de´cisif sur les MAMA en dimensions supe´rieures a e´te´ re´alise´
par Steven Kalikow durant son travail de doctorat sous la direction de Harry Kesten,
ses re´sultats ont e´te´ publie´s dans [39]. L’un des re´sultats les plus importants de cet
article est la loi du 0−1 mais son travail comporte bien d’autres aspects notamment
l’introduction de la chaˆıne de Kalikow dont nous reparlerons dans la Section 5. Avant
de pre´senter les re´sultats de Kalikow, il faut s’attarder sur l’hypothe`se d’ellipticite´
retenue. Nous allons souvent faire re´fe´rence aux articles [39] et [70] qui utilisent
l’hypothe`se d’uniforme ellipticite´ plus forte que (H1.1) :
Hypothe`se 1.2 (H1.2). Il existe ǫ > 0 tel que
µ(ω0(e) > ǫ) = 1, e ∈ Zd, |e| = 1.
Cependant Merkl et Zerner ont montre´ dans [80] que cette hypothe`se n’e´tait pas
ne´cessaire pour obtenir la loi du 0−1. Dans cette section, nous nous placerons donc
sous l’Hypothe`se 1.1 d’ellipticite´ stricte.
La notation suivante sera utile pour e´noncer la loi du 0− 1 de Kalikow, nous l’utili-
serons e´galement tout au long de cette the`se. Pour toute direction ℓ dans Zd \ {0},
on de´finit l’e´ve`nement Aℓ par
Aℓ := { lim
n→∞
Xn · ℓ = +∞}.
L’e´ve`nementAℓ est appele´ transience directionnelle. On peut maintenant e´noncer
la loi du 0− 1 :
The´ore`me 1.1 (Kalikow-1981). Sous l’hypothe`se (H1.1),
P0(Aℓ ∪ A−ℓ) = 0 ou 1.
En lisant ce re´sultat, on se demande imme´diatement s’il ne peut pas eˆtre affine´.
La question ✭✭ L’e´ve`nement Aℓ satisfait-il une loi du 0 − 1 ? ✮✮ est de´ja` pose´e dans
[39] et a fait l’objet de nombreux efforts mais elle reste encore aujourd’hui ouverte
pour les dimensions d > 3 malgre´ sa simplicite´. Le cas de la dimension 1 est trivial
et celui de la dimension 2 a e´te´ traite´ par Merkl et Zerner dans [80]. Le The´ore`me 1
de cet article montre en effet que pour d = 2, l’e´ve`nement Aℓ satisfait bien la loi
du 0− 1. Zerner a re´cemment donne´ une de´monstration plus lisible de ce the´ore`me
dans [79].
Revenons maintenant au The´ore`me 1.1. La preuve de Kalikow s’appuie directement
sur la loi annealed et il introduit pour la premie`re fois une ide´e tre`s proche du
renouvellement,
The idea is that since lim supn→+∞Xn · ℓ =∞, Xn · ℓ becomes higher
than it has ever been before infinitely often, and each time it does so
3. STRUCTURE DE RENOUVELLEMENT 25
it has a probability p of never dropping below its new height, where
p = P0(Xn · ℓ > 0, n ∈ N).
Cette phrase est extraite de [39] et les notations ont e´te´ adapte´es a` notre pre´sentation.
Nous ne donnons pas la preuve ici de ce the´ore`me mais signalons qu’on la trouvera
e´galement dans [70]. Lorsque P0(Aℓ ∪ A−ℓ) = 0, on parle de re´gime oscillant car
la marche ve´rifie alors,
lim sup
n→+∞
Xn · ℓ = − lim inf
n→+∞
Xn · ℓ = +∞, P0 − p.s.
Pour terminer ce paragraphe, abordons la question de la transience et de la
re´currence. Cette partie sera malheureusement courte puisqu’il faut constater que
l’on ne dispose d’aucun crite`re pour de´terminer le re´gime de la marche. Remarquons
cependant que sous la loi annealed, le proble`me est bien pose´ bien que la marche ne
soit pas markovienne :
Proposition 1.1 (Kalikow-1981).
L’e´ve`nement {(Xn)n > 0 est re´currente sous P0,ω} est de probabilite´ 0 ou 1.
On peut bien e´videmment e´noncer la meˆme proposition pour la transience. La
de´monstration consiste simplement a` remarquer que l’e´ve`nement conside´re´ est un
e´le´ment de la tribu de queue de l’environnement et il ne reste qu’a` utiliser la loi du
0− 1 de Kolmogorov.
3. Structure de renouvellement
Nous allons de´crire dans ce paragraphe la structure de renouvellement introduite
par Sznitman et Zerner en 1999 dans [70]. L’ide´e est de construire sur Aℓ une suite de
temps ale´atoire ou` la marche atteint un hyperplan ✭✭ record ✮✮ dans la direction ℓ et ne
revient jamais derrie`re ce record. Un tel temps est appele´ temps de renouvellement.
On va supposer que l’e´ve`nement Aℓ est de probabilite´ strictement positive,
Hypothe`se 1.3 (H1.3). P0(Aℓ) > 0.
L’Hypothe`se 1.3, nous permet de de´finir la mesure Q0 en conditionnant P0 a`
l’e´ve`nement Aℓ :
Q0 := P0(·|Aℓ).
Nous allons e´galement avoir besoin du temps d’arreˆt Tu correspondant au premier
temps ou` la marche de´passe un niveau u ∈ R (c’est a` dire l’hyperplan {x ∈ Rd, x·ℓ =
u}),
Tu = inf{n > 0, Xn · ℓ > u}.
ainsi que du temps
D = inf{n > 0, Xn · ℓ < X0 · ℓ}
correspondant au temps de retour de la marche derrie`re son niveau initial. De´finissons
maintenant de fac¸on re´cursive la suite de temps d’arreˆts (Sk)k > 0 et (Rk)k > 0 corres-
pondant respectivement au temps de record et de retour dans la direction ℓ ainsi
que la suite (Mk)k > 0 des valeurs records,
S0 = 0, M0 = X0 · ℓ,
S1 = TM0 , R1 = S1 +D ◦ θS1 , M1 = sup{Xn · ℓ, 0 6 n 6 R1}
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et pour k > 1,
Sk+1 = TMk ,
Rk+1 = Sk +D ◦ θSk ,
Mk+1 = sup{Xn · ℓ, 0 6 n 6 Rk+1}.
On trouvera sur la Figure 1.1, ci-dessous, un exemple de trajectoire et des temps
d’arreˆts qui lui sont associe´s. (Cette figure, comme toutes les autres du manuscrit,
ne provient pas de simulations mais sont de simples dessins. Leur aspect, trop lisse,
peut surprendre mais il permet d’illustrer d’une manie`re plus lisible les diffe´rents
concepts expose´s.) Le premier temps de renouvellement τ1 correspond au premier
M0 M1
XS1
XS0
XR1
XS2
XR2
M2
XS3
XR3
M3
XS4
ℓ
Fig. 1.1. Exemple de trajectoire et de ses temps records
temps ou` la marche atteint un record strict et ne revient jamais (strictement) derrie`re
le niveau atteint,
τ1 = SK ,
ou` K de´signe le nume´ro du record ou` le renouvellement se produit,
K = inf{k > 1, Sk < +∞, Rk = +∞}.
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Le point crucial du renouvellement est que cet indice K est fini Q0−p.s. (on rappelle
que Q0 est la mesure P0 conditionne´e par l’e´ve`nement Aℓ),
Proposition 1.2. Sous l’hypothe`se (H1.3), on a P0 − p.s.,
Aℓ = {K < +∞}.
Nous allons donner quelques e´le´ments de cette preuve car elle est tout a` fait
typique des raisonnements que l’on trouve sous la loi annealed.
Elements de la preuve de la Proposition 1.2. Nous montrerons seule-
ment l’inclusion direct (soit ⊂ ; l’autre sens est facile). Le premier point de la preuve
est d’e´tablir que
P0(D =∞) > 0,
autrement dit que la marche a` une probabilite´ annealed non nulle de rester dans
le demi-espace positif. La preuve de ce fait s’appuie essentiellement sur le caracte`re
markovien de la loi quenched, nous ne la rappellerons pas. Calculons maintenant
pour k > 1, la probabilite´ annealed de {Rk < +∞}, en utilisant le caracte`re
markovien de la loi quenched,
P0(Rk < +∞) = E
(
E0,ω(Sk <∞)EXSk ,ω(D <∞)
)
=
∑
x∈Zd
E (E0,ω(Sk <∞, XSk = x)Ex,ω(D <∞)) .
Notons que la variable E0,ω(Sk <∞, XSk = x) est mesurable par rapport a` la tribu
σ(ωy, y · ℓ < x · ℓ) tandis que Ex,ω(D < ∞) est mesurable par rapport a` la tribu
σ(ωy, y · ℓ > x · ℓ). Il faut maintenant rappeler que l’environnement est i.i.d. et ces
deux tribus sont donc inde´pendantes, d’ou`,
P0(Rk < +∞) =
∑
x∈Zd
E(E0,ω(Sk <∞, XSk = x))E(Ex,ω(D <∞)).
Il reste a` noter, d’une part, que pour tout x ∈ Zd, Px(D < ∞) = P0(D < ∞)
(en effet l’environnement e´tant i.i.d., il est en particulier invariant par translation)
et, d’autre part, {Sk < ∞} ⊂ {Rk−1 < ∞} pour tout k > 1, on obtient alors par
re´currence,
P0(Rk < +∞) 6 P0(D < +∞)k, k > 1.
On en de´duit que
inf{k > 1, Rk =∞} <∞, P0 − p.s.,
et en remarquant que
Aℓ ∩ {Rk <∞} ⊂ Aℓ ∩ {Sk+1 <∞}, k > 1,
on ache`ve la preuve sans difficulte´. 
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On a donc construit un temps τ1 appele´ premier temps de renouvellement qui
se´pare la trajectoire en deux parties disjointes e´voluant chacune dans un demi-
espace. Plus pre´cise´ment, on a P0 − p.s.,
Xn · ℓ < Xτ1 · ℓ, n < τ1, et
Xn · ℓ > Xτ1 · ℓ, n > τ1.
L’ide´e de la preuve de la Proposition 1.2 est de´ja` en partie dans le travail de Ka-
likow (voir la citation p. 24) et l’ide´e supple´mentaire pour obtenir une structure de
renouvellement est de re´pe´ter cette proce´dure. On de´finit donc par re´currence les
temps de renouvellement successifs (τk)k > 2 par,
τk+1(X·) = τk(X·) + τ1(Xτk+·) k > 1.
Ces temps permettent de de´couper la trajectoire en sections successives e´voluant
dans des ✭✭ bandes ✮✮ distinctes et donc en particulier ne s’intersectant pas. La Figure
1.2 illustre ces temps de renouvellement sur un exemple de trajectoire. L’inte´reˆt
ℓ
Xτ1
Xτ2
Xτ3
M1 M2 M1M0 M0 M0
XS2
XS3
XS2
0
Fig. 1.2. Les temps de renouvellement (τk)k > 1
principal de cette structure re´side dans le the´ore`me suivant,
The´ore`me 1.2 (Sznitman-Zerner-1999). Sous Q0,
(Xτ1 , τ1), (Xτ2 − Xτ1 , τ2 − τ1), · · · , (Xτk+1 − Xτk , τk+1 − τk), · · · sont des variables
inde´pendantes. De plus (Xτ2 −Xτ1 , τ2− τ1), · · · , (Xτk+1 −Xτk , τk+1− τk), · · · sont de
meˆme loi sous Q0 que (Xτ1 , τ1) sous P0(·|D =∞).
Le premier temps est a` distinguer car 0 n’a aucune raison d’eˆtre le temps de re-
nouvellement ✭✭ τ0 ✮✮, il l’est uniquement sur l’e´ve`nement {D =∞}. Notons e´galement
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que l’espace se trouve e´galement de´coupe´ en bandes, ou tranches, successives et dis-
jointes,
b0 = {x ∈ Zd, x · ℓ < Xτ1 · ℓ},
b1 = {x ∈ Zd, Xτ1 · ℓ 6 x · ℓ < Xτ2 · ℓ}, · · · ,
bk = {x ∈ Zd, Xτk · ℓ 6 x · ℓ < Xτk+1 · ℓ}, · · ·
et les tribus (σ(ωx, x ∈ bk))k > 0 sont inde´pendantes.
4. Loi des grands nombres
Nous allons maintenant utiliser la structure construite dans la section pre´ce´dente
pour se rapprocher d’une loi des grands nombres.
4.1. Loi des grands nombres balistique. Dans ce paragraphe, nous allons
nous placer dans un cas simple et supposer que
E0(τ1|D = ∞) < +∞, (1.1)
ce qui entraˆıne :
E0(|Xτ1||D =∞) < +∞.
En utilisant le The´ore`me 1.2 et la loi des grands nombres vectorielles pour des
variables i.i.d. d’espe´rance finie, on obtient
Xτk
τk
=
Xτk
k
k
τk
k→+∞−→ E0(Xτ1 |D =∞)
E0(τ1|D =∞) , Q0 − p.s.
On controˆle ensuite, sans grande difficulte´, les temps compris entre les temps de
renouvellement pour obtenir une loi des grands nombres,
The´ore`me 1.3 (Sznitman-Zerner-1999). On suppose que E0(τ1|D =∞) < +∞,
on a alors Q0 − p.s.,
lim
n→+∞
Xn
n
= v :=
E0(Xτ1|D =∞)
E0(τ1|D =∞) .
On a de plus
v · ℓ > 0. (1.2)
Le the´ore`me suivant est en fait plus fort qu’une simple loi des grands nombres
puisque (1.2) nous assure que la vitesse est non nulle (et nous indique meˆme sa direc-
tion). On parle alors de comportement balistique de la marche. La Section 5 est
consacre´e a` l’e´tude de cette classe de marche, c’est-a`-dire aux conditions permettant
d’obtenir (1.1).
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4.2. Le cas ge´ne´ral. On ne suppose plus de´sormais que l’espe´rance du temps
de renouvellement est finie. Deux travaux de Zerner, [78] et un lemme que l’on
trouvera dans [76] (Lemme 3.2.5 p. 265), ont permis d’approcher une loi des grands
nombres. Le dernier obstacle reste la loi du 0 − 1 pour l’e´ve`nement Aℓ, cette loi
ayant e´te´ prouve´e en dimension 2, la question de la loi des grands nombres est
re´solue pour cette dimension. Revenons maintenant au cas ge´ne´ral d’une dimension
d > 3. Commenc¸ons par de´composer (Xn)n > 0 dans la base canonique (ei)i∈{1,··· ,d},
Xn
n
=
d∑
i=1
Xn · ei
n
ei,
et traitons chaque direction se´pare´ment.
– Le re´gime oscillant. Conside´rons donc i0 ∈ {1, · · · , d} et supposons que
P0(Aei0 ∪ A−ei0 ) = 0. (1.3)
Rappelons que l’on parle dans ce cas de re´gime oscillant. Ce re´gime a e´te´ e´tudie´
par Martin Zerner dans [78],
The´ore`me 1.4 (Zerner-2002). Supposons (1.3), on a alors :
lim
n→∞
Xn · ei0
n
= 0, P0 − p.s.
– Le re´gime de renouvellement. Supposons maintenant que
P0(Aei0 ∪ A−ei0 ) > 0,
la loi du 0 − 1 de Kalikow (The´ore`me 1.1) nous assure alors que P0(Aei0 ∪
A−ei0 ) = 1. Supposons de plus que
P0(Aei0 ) > 0.
Nous pouvons alors construire une structure de renouvellement comme dans la
Section 3 pour la direction ei0 et sur l’e´ve`nement Aei0 . Nous allons maintenant
avoir besoin d’un lemme duˆ a` Zerner qui n’a pas e´te´ publie´ par son auteur
mais que l’on trouvera e´nonce´ et de´montre´ dans [76] (Lemme 3.2.5 p. 265),
Lemme 1.1 (Zerner). Si P0(Aei0 ) > 0, alors,
E0(Xτ1 · ei0|D =∞) =
1
P0(D =∞) .
La preuve de ce lemme s’appuie sur le the´ore`me de renouvellement et le
The´ore`me 1.2. Ce re´sultat et la loi des grands nombres permettent d’affirmer
l’existence d’une vitesse vi0 (e´ventuellement nulle), dans la direction ei0 et sur
l’e´ve`nement Aei0 ,
lim
n→∞
Xn · ei0
n
= vi0 , P0(·|Aei0 )− p.s.
La vitesse relative a` la direction v−ei0 sera note´e v−i0 .
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En re´unissant les deux outils apporte´s par Zerner, on obtient une loi des grands
nombres, meˆme si cette appellation est un peu abusive car la vitesse n’est pas
de´terministe.
The´ore`me 1.5. Sous l’hypothe`se (H1.1), on a P0 − p.s.,
lim
n→∞
Xn
n
=
d∑
i=1
(viei1Aei − v−iei1A−ei ).
En lisant cette formule, il apparaˆıt clairement que le support de la vitesse est fini
et comporte au plus 2d e´le´ments. On peut en fait montrer que le support comporte
au plus deux e´le´ments, coline´aires et oppose´s (on inclut ainsi le cas ou` l’un des
e´le´ments est nul) et nous donnerons une preuve de ce re´sultat dans le Chapitre 2
(voir la Remarque 2.1). Signalons enfin le re´sultat de N. Berger dans [8] qui affine
en grande dimension le re´sultat pre´ce´dent.
The´ore`me 1.6 (Berger-2008). Pour d > 5, le support de la vitesse a au plus un
e´le´ment non nul.
5. Comportement balistique
Dans cette partie, nous allons rappeler brie`vement les diffe´rentes conditions
introduites pour assurer un comportement balistique de la marche. Rappelons la
de´finition :
De´finition 1.1. Une marche est balistique s’il existe v de´terministe dans Rd\{0}
tel que,
lim
n→+∞
Xn
n
= v, P0 − p.s.
La classe des marches balistiques a fait l’objet de nombreuses e´tudes mais elle
n’a jamais e´te´ comple`tement caracte´rise´e. Les conditions pre´sente´es dans cette partie
repre´sentent un travail conside´rable et un manuscrit entier pourrait eˆtre consacre´
a` cette classe de marche. On se contentera ici d’une pre´sentation permettant de
comple´ter l’e´tude de la loi des grands nombres. Nous allons tout d’abord de´crire la
condition de Kalikow qui ne´cessite l’introduction d’une chaˆıne de Markov auxiliaire,
inte´ressante en tant que telle, appele´e chaˆıne de Kalikow.
Dans cette partie, nous allons utiliser l’hypothe`se plus forte d’uniforme ellipticite´
(H1.2). En effet, les articles que nous allons citer utilisent cette hypothe`se, et il
semble bien qu’elle soit ne´cessaire dans certaines de´monstrations.
5.1. Crite`re et chaˆıne de Kalikow. Fixons donc un domaine U ⊂ Zd connexe
et contenant 0. Le but de Kalikow est de trouver une chaˆıne de Markov PˆU dont la
distribution de sortie de U est identique a` celle de (Xn)n > 0 sous P0. On note TU le
temps de sortie de U ,
TU = inf{n > 0, Xn /∈ U},
XTU appartient donc a` la frontie`re de U que l’on notera ∂U . Pour choisir les tran-
sitions de PˆU , l’ide´e de Kalikow est de ponde´rer les transitions par la fonction de
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Green GU de´finie pour tout environnement ω ∈ Ω par,
GωU(x) = E0,ω(
TU∑
0
1{Xn=x}).
De´finissons donc pour tout x ∈ U ∪ ∂U ,
PˆU(x, x+ e) =
E[E0,ω(G
ω
U(x)ωx(e))]
E[E0,ω(GωU(x))]
, x ∈ U, e ∈ Zd, |e| = 1; (1.4)
PˆU(x, x) = 1, x ∈ ∂U.
La valeur de la transition de la chaˆıne de Kalikow en un site x ∈ U peut eˆtre vue
comme une moyenne des transitions observe´es par la marche sous la loi annealed
avant la sortie de U (on notera que la marche est absorbante sur ∂U). Nous noterons
PˆU la chaˆıne de Markov a` valeurs dans U ∪∂U , partant de 0 et ayant ses transitions
donne´es par (1.4). Le grand inte´reˆt de la chaˆıne de Kalikow re´side dans la proposition
suivante :
The´ore`me 1.7 (Kalikow-1981). Si PˆU(TU <∞) = 1 alors P0(TU <∞) = 1, de
plus XTU a meˆme loi sous PˆU et P0.
On veut maintenant formuler une condition sur la chaˆıne de Kalikow pour assurer
un comportement balistique dans la direction ℓ ∈ Rd \ {0} de la MAMA. L’ide´e de
Kalikow est de ✭✭ pousser ✮✮ la chaˆıne PˆU dans la direction ℓ en imposant un drift dans
cette direction en chaque site. On rappelle que pour tout site x ∈ Zd, on de´finit le
drift de la chaˆıne PˆU par,
dU(x) =
∑
{|e|=1}
ePˆU(x, x+ e).
On e´nonce maintenant la condition de Kalikow relative a` la direction ℓ ∈ Rd \ {0}
et ǫ > 0,
Condition 1.1. Pour tout U  Zd connexe, contenant 0 et tout x ∈ U ,
dU(x) · ℓ > ǫ.
Sznitman et Zerner ont montre´ dans [70] que cette condition assure un com-
portement balistique,
The´ore`me 1.8 (Sznitman-Zerner-1999). Si la chaˆıne de Kalikow satisfait la
Condition 1.1 (dite de Kalikow) pour ℓ ∈ Rd \ {0} et ǫ > 0, alors (Xn)n > 0 est
balistique sous P0.
La condition de Kalikow pre´sente e´galement un autre avantage ; il existe un
crite`re explicite pour l’obtenir, bien que ce ne soit qu’une condition suffisante. On
dira que P satisfait le crite`re de Kalikow pour la direction ℓ ∈ Rd \ {0} et ǫ > 0 si,
inf
f∈F
E[
∑
|e|=1 ω0(e)ℓ · e∑
|e|=1 ω0(e)f(e)
]/E[
1∑
|e|=1 ω0(e)f(e)
], (1.5)
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ou` F est l’ensemble des fonctions (f(e))e∈Zd, |e|=1 non identiquement nulles et a`
valeur dans [0, 1]. Ce crite`re peut se ve´rifier sans calculer la chaˆıne de Kalikow, c’est
pourquoi il est qualifie´ d’explicite. Signalons un exemple d’application de ces out-
ils : Enriquez et Sabot montrent dans [31] que les marches ale´atoires dans certains
environnements de Dirichlet ve´rifient la condition de Kalikow et sont donc balis-
tiques. Pour achever ce paragraphe, mentionnons que dans le cas unidimensionnel
la condition 1.1 caracte´rise la classe des marches balistiques.
5.2. La condition (T ′). A.S. Sznitman a consacre´ une se´rie d’article ([65],[66]
ou encore [67]) a` l’e´tude de la classe des marches balistiques. Malheureusement,
malgre´ les ame´liorations successives sur des conditions suffisantes, il n’existe toujours
pas de caracte´risation de cette classe. Nous ne pre´sentons ici que le re´sultat le plus
fin, [66]. Nous allons de nouveau avoir besoin des temps de renouvellements, dans
[66] ces temps sont de´finis de manie`re le´ge`rement diffe´rentes que dans la Section 3,
nous continuerons cependant a` utiliser la meˆme notation pour les de´signer afin de ne
pas alourdir la re´daction. Commenc¸ons par e´noncer la condition (Tγ) pour γ ∈ (0, 1]
et ℓ ∈ Rd \ {0},
Condition 1.2 (Tγ).
(1) Il existe c > 0 tel que E0[e
c sup0 6 k 6 τ1 |Xk|γ ] < +∞.
(2) P0(Aℓ) = 1.
On peut maintenant e´noncer la condition (T ′),
Condition 1.3 (T ′). Pour tout γ ∈ (0, 1], la condition (Tγ) est ve´rifie´e.
Une e´tude tre`s comple`te de ces conditions est re´alise´e dans [66]. Nous n’allons
ici insister que sur certains points. Commenc¸ons par l’e´le´ment qui nous inte´resse le
plus dans cette partie, le caracte`re balistique,
The´ore`me 1.9 (Sznitman-2002). Si la condition (T ′) est ve´rifie´e alors (Xn)n > 0
a un comportement balistique sous P0.
A.S. Sznitman donne e´galement dans [66] une de´finition alternative de (Tγ) utili-
sant la position de sortie de la marche de certaines ✭✭ bandes ✮✮. On pourra comparer
cette condition a` l’Hypothe`se (H) du Chapitre 2. Introduisons pour la direction
ℓ ∈ Sd−1 et le parame`tre b > 0, la bande de taille (1 + b)L > 0 de´finie par,
Uℓ,b,L = {x ∈ Zd,−bL < x · ℓ < L},
ainsi que le temps de sortie TUℓ,b,L de cette bande,
TUℓ,b,L = inf{n > 0, Xn · ℓ /∈ Uℓ,b,L}.
On peut maintenant donner une de´finition e´quivalente de la condition (Tγ), γ ∈ (0, 1]
et ℓ ∈ Sd−1.
Condition 1.4 (Autre de´finition de (Tγ)). Il existe un voisinage O de ℓ tel que
pour tout ℓ′ ∈ Sd−1 ∩ O,
lim sup
n→+∞
L−γ ln
(
P0(XTU
ℓ′,b,L
· ℓ′ < 0)
)
< 0, pour tout b > 0.
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Cette nouvelle de´finition de (Tγ) permet e´videmment de donner e´galement une
nouvelle de´finition de (T ′) qui pre´sente l’avantage de ne pas ne´cessiter la structure
de renouvellement. Il existe par ailleurs un crite`re effectif permettant de ve´rifier la
condition (T ′) que l’on trouvera e´nonce´e dans le The´ore`me 2.4 de [66]. Enfin il faut
noter que Sznitman a montre´ que la condition (T ′) est plus fine que le crite`re de
Kalikow (voir (1.5)). En effet dans la partie 4 de [66], Sznitman exhibe une marche
satisfaisant (T ′) mais pas le crite`re de Kalikow. Par ailleurs la Remarque 2.5 de [65]
montre que la condition de Kalikow implique la condition (T ′) (et meˆme plus, la
condition (T ) de´crite dans [65]). Ces deux re´sultats permettent donc d’affirmer que
(T ′) est une condition strictement plus fine que le crite`re de Kalikow.
Notons enfin que la condition (T ′) implique bien plus que cette loi des grands nom-
bres balistique. On trouvera notamment dans [66], un principe d’invariance annealed
(The´ore`me 3.3) ainsi qu’une e´tude des grandes de´viations (The´ore`me 3.4).
6. Autres re´sultats
Nous terminons ce chapitre consacre´ au renouvellement en pre´sentant, de fac¸on
non exhaustive, quelques re´sultats qui utilisent cet outil.
6.1. Autres mode`les. Comets et Zeitouni ont traite´ dans [22] le cas d’un
milieu me´langeant. Pour re´soudre cette difficulte´, ils ont du modifier la structure de
renouvellement que nous venons de de´crire. Alors que dans la structure ✭✭ classique ✮✮,
la marche e´voluait d’une bande a` une autre, dans la nouvelle structure la marche
passe essentiellement d’un coˆne a` un autre (voir la Figure 2.1 p. 39). Les auteurs
exploitent ensuite cet outil pour obtenir une loi des grands nombres. Nous allons
voir au Chapitre 2 qu’une structure tre`s proche nous permettra e´galement d’e´tudier
les MAMA e´voluant dans un environnement i.i.d.
Les structures de renouvellement sont e´galement utiles sur d’autres types de graphes
ou de marches. Citons par exemple les marches en milieux ale´atoires sur des arbres,
[37], ou encore les ✭✭ cookie random walks ✮✮, [7].
6.2. Couplage. La the´orie des MAMA a longtemps laisse´ de cote´ le couplage
bien que ce soit un outil puissant pour l’e´tude des marches ale´atoires. Le mode`le
s’y preˆte en effet tre`s mal car il est difficile de coupler deux marches e´voluant dans
des environnements diffe´rents. N. Berger exploite pleinement dans [8] la structure
de renouvellement pour construire des environnements assurant la transience direc-
tionelle. Il couple ensuite ces environnements avec des environnements typiques et
e´tudie les diffe´rentes lois quenched. Cette me´thode lui permet d’obtenir le The´ore`me
1.6 p. 31.
CHAPITRE 2
Direction asymptotique
Dans ce chapitre nous e´tudions la classe des MAMA admettant une direction
asymptotique, c’est-a`-dire tel que Xn/|Xn| admette une limite de´terministe sous la
loi annealed. Le re´sultat principal est une caracte´risation de cette classe utilisant
la transience directionnelle. L’outil principal est la construction d’une structure de
renouvellement avec coˆnes permettant de controˆler les fluctuations transverses de la
marche.
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Le corps de ce chapitre est l’article Asymptotic Direction for Random Walk in
Random Environment publie´ aux Annales de l’institut Henri Poincare´(B) ([62]).
Cet article re´dige´ en anglais est pre´ce´de´ d’une tre`s courte pre´sentation e´crite en
franc¸ais.
1. Pre´sentation de l’article Asymptotic Direction for RWRE
1.1. Motivation et re´sultats. Le but de cette partie est de pre´senter l’article
Asymptotic Direction for Random Walk in Random Environment [62]. Le re´sultat
principal de cet article est une caracte´risation des marches admettant une direc-
tion asymptotique. Commenc¸ons par motiver cette e´tude et introduire les notations
ne´cessaires.
Transience directionnelle et caracte`re balistique. Dans cette partie nous reprenons
le mode`le pre´sente´ dans le Chapitre 1 et nous supposerons que l’hypothe`se d’ellip-
ticite´ (H1.1) est ve´rifie´e. Nous allons nous inte´resser a` l’hypothe`se tre`s simple de
transience directionnelle,
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Hypothe`se 2.1 (Transience directionnelle). Il existe une direction ℓ ∈ Sd−1
telle que,
P0(Aℓ) = 1. (2.1)
Supposons que la marche (Xn)n > 0 satisfait l’Hypothe`se 2.1. Nous avons vu dans
le Chapitre 1 que l’on peut construire une structure de renouvellement dans la
direction ℓ et que pour obtenir une loi des grand nombres balistique il suffit de
s’assurer que l’espe´rance du temps de renouvellement est finie. Actuellement, nous
ne sommes pas capable de montrer que l’Hypothe`se 2.1 est suffisante pour obtenir
ce controˆle. Notons cependant qu’il n’a jamais e´te´ exhibe´ de marches transientes
a` vitesse nulle dans le cas multidimensionnel et la communaute´ s’attend a` ce que
de telles marches n’existent pas pour le mode`le i.i.d. L’hypothe`se de transience est
donc e´videmment ne´cessaire pour obtenir une marche balistique (la marche est en
effet transiente dans la direction de sa vitesse) mais on ne sait pas montrer qu’elle
est suffisante. Nous n’allons pas ici re´pondre a` cette question extreˆmement difficile,
nous allons seulement traiter du proble`me de la direction.
Direction asymptotique. Lorsque une marche a un comportement balistique, la
vitesse v ∈ Rd \ {0} contient deux informations,
– une direction v|v| ∈ Sd−1,
– une vitesse alge´brique |v| > 0.
En revanche lorsque une marche ve´rifie une loi des grands nombres dont la vitesse
est nulle, on ne posse`de aucune information sur une e´ventuelle direction de fuite
de la marche sous la loi annealed. Nous introduisons donc la notion de direction
asymptotique :
De´finition 2.1 (Direction asymptotique). On dit que la marche (Xn)n∈N admet
ν ∈ Sd−1 pour direction asymptotique sous la loi annealed P0 si,
lim
n→+∞
Xn
|Xn| = ν, P0 − p.s.
Il est tre`s facile de voir que l’existence d’une direction asymptotique entraˆıne
l’Hypothe`se 2.1 (voir The´ore`me 2.1 de [62]). Cette condition est-elle suffisante ?
Nous n’avons pas re´ussi a` re´pondre a` cette question, mais nous avons caracte´rise´
la classe des marches ayant une direction asymptotique en utilisant une hypothe`se
plus forte. Nous allons maintenant supposer la transience dans toutes les directions
d’un ouvert non vide de Rd.
Hypothe`se (H ). Il existe une direction ℓ ∈ Rd∗ et un voisinage V de ℓ tel que
pour tout ℓ′ ∈ V
P0(Aℓ′) = 1.
On peut maintenant e´noncer le re´sultat principal de [62] :
The´ore`me 2.1. Les trois propositions suivantes sont e´quivalentes :
i) La marche satisfait l’Hypothe`se (H).
ii) Il existe ν ∈ Sd−1 tel que
Xn
|Xn| −−−→n→∞ ν, P0 − p.s.
1. PRE´SENTATION DE L’ARTICLE ASYMPTOTIC DIRECTION FOR RWRE 37
iii) Il existe ν ∈ Sd−1 tel que pour tout ℓ ∈ Rd,
ℓ · ν > 0 =⇒ P0 (Aℓ) = 1.
Il est e´vident que si l’Hypothe`se (H) est ve´rifie´e alors l’Hypothe`se 2.1 est e´galement
ve´rifie´e, la re´ciproque est encore une question ouverte et il n’est donc pas suˆr que
ce re´sultat soit le plus fin, bien qu’il s’agisse d’une caracte´risation. Terminons cette
section en e´nonc¸ant l’autre re´sultat de cet article. Pour ν ∈ Sd−1, on note
Bν = { lim
n→∞
Xn
|Xn| = ν}.
En utilisant les outils construits pour la preuve du The´ore`me 2.1, on montre e´galement
la proposition suivante,
Proposition 2.1. Si ν et ν ′ sont deux vecteurs distincts de Sd−1 satisfaisant
P0(Bν)P0(Bν′) > 0,
alors ν ′ = −ν.
La variable ale´atoire limn→∞Xn/|Xn|, si elle existe P0-p.s., prend donc au plus
deux valeurs, et dans ce cas, ces deux valeurs sont oppose´es.
Remarque 2.1. En utilisant la proposition ci-dessus, on peut montrer que le
support de la vitesse dans le The´ore`me 1.5 comporte au plus deux e´le´ments coline´aires
et oppose´s. En effet, a` chaque vitesse non nulle on peut associer une direction asymp-
totique. On peut donc de´duire de la Proposition 2.1 que le support de la vitesse
comporte au plus trois e´le´ments {v,−v, 0}. Conside´rons maintenant e ∈ Zd tel que
|e| = 1 et e · v > 0, la loi du 0− 1 de Kalikow nous assure que P0(Ae∪A−e) = 1. On
peut aussi construire la structure de renouvellement dans la direction e (resp. −e) et
le lemme de Zerner nous assure que Xn a une vitesse non nulle sur Ae (resp. A−e).
Ce raisonnement permet d’exclure le cas de trois e´le´ments distincts.
1.2. Structure de renouvellement avec coˆnes.
La structure de renouvellement classique est insuffisante. Revenons dans un pre-
mier temps aux marches balistiques. Pour obtenir une loi des grands nombres balis-
tique, nous avons vu qu’il fallait montrer :
E0(τ1|D =∞) <∞.
Pour obtenir une direction asymptotique, on peut penser suffisant de montrer que
l’espe´rance de la position de renouvellement est finie,
E0(|Xτ1 ||D =∞) <∞,
et d’appliquer la loi des grands nombres. En effet pour tout n ∈ N∗ (en posant τ0 = 0
et Xτ0 = 0),
Xτn
|Xτn|
=
∑n
i=1Xτi −Xτi−1
|∑ni=1Xτi −Xτi−1| , (2.2)
et en appliquant la loi de grands nombres vectorielles pour des variables i.i.d.,
Xτn
|Xτn|
n→∞−→ E0(Xτ1|D =∞)|E0(Xτ1|D =∞)|
, P0 − p.s.
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Cette strate´gie na¨ıve ne fonctionne pas car elle se heurte aux deux obstacles suivants.
Rappelons pour commencer le lemme de Zerner,
Lemme 2.1 (Zerner). Si P0(Aei0 ) > 0, alors,
E0(Xτ1 · ei0|D =∞) =
1
P0(D =∞) .
Dans un premier temps, nous allons admettre que ce re´sultat est e´galement vrai pour
une direction ℓ ∈ Zd. Ce lemme nous fournit donc un controˆle de l’espe´rance de la
position de renouvellement dans la direction de transience mais il reste a` controˆler
les autres directions que l’on appellera directions transverses.
Notons maintenant que la strate´gie propose´e par la formule (2.2) n’est valide que sur
la sous-suite des temps de renouvellement. Le second obstacle est donc le controˆle
de la marche entre les temps de renouvellement. Entre le n-e`me et n+1-e`me temps
de renouvellement, on sait que la marche est dans la bande
{x ∈ Zd, Xτn · ℓ 6 x · ℓ < Xτn+1 · ℓ},
ce qui est suffisant pour controˆler la marche dans la direction ℓ mais pas dans les
directions transverses. Pour re´sumer, la mise en place de notre strate´gie se heurte a`
deux difficulte´s :
– controˆler les coordonne´es transverses de la position de renouvellement
– controˆler les fluctuations transverses de la marche entre les temps de renou-
vellement.
Structure de renouvellement avec coˆnes. L’ide´e essentielle pour re´soudre ces deux
difficulte´s est d’utiliser une autre structure de renouvellement en utilisant non plus
des bandes mais des coˆnes. Cette structure est tre`s proche de celle introduite par
Comets et Zeitouni dans [22] (voir la Section 6 au Chapitre 1). Un temps de re-
nouvellement sera maintenant un temps ou` la marche atteint un record dans la
direction ℓ puis ✭✭ bascule ✮✮ dans un coˆne non de´ge´ne´re´ oriente´ par ℓ. La construction
est de´crite dans la Section 3 de ce chapitre, on se contentera dans cette pre´sentation
de la Figure 2.1. Il peut eˆtre inte´ressant de comparer cette figure a` la Figure 1.2 illus-
trant la structure de renouvellement ✭✭ classique ✮✮. Nous continuerons a` appeler ces
temps de renouvellement (τk)k > 1 dans cette pre´sentation sans risquer de confusion
avec les temps de renouvellement classiques. Dans [22], les coˆnes e´taient adapte´s au
caracte`re me´langeant du milieu ; dans le cas d’un milieu i.i.d. l’inte´reˆt d’utiliser des
coˆnes plutoˆt que des bandes est ge´ome´trique. Avant de commenter les proble`me lie´s
a` la construction de cet outil, nous allons expliquer comment il permet de re´soudre
les deux difficulte´s mentionne´es. La premie`re e´tape est d’adapter le lemme de Zerner
au cas des coˆnes pour obtenir :
E(Xτ1 · ℓ|D = +∞) <∞.
On utilise ensuite la ge´ome´trie du coˆne : si C de´signe un coˆne non de´ge´ne´re´ dont le
sommet est en 0 et la direction est donne´e par ℓ alors il existe une constante κ <∞
telle que pour tout x ∈ C,
|x| 6 κ|x · ℓ|.
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Fig. 2.1. Structure de renouvellement avec coˆnes
En associant cette remarque au lemme de Zerner ✭✭ adapte´ ✮✮, on peut re´soudre la
premie`re difficulte´. On controˆle alors les coordonne´es transverses du temps de re-
nouvellement et on obtient,
E(|Xτ1 ||D = +∞) <∞.
Par ailleurs le second proble`me est e´galement re´solu par la ge´ome´trie du coˆne. La
marche, entre deux temps de renouvellement, est enferme´e dans un coˆne et on peut
donc controˆler ses fluctuations transverses entre deux temps de renouvellement.
Nous finissons cette pre´sentation avec quelques commentaires sur la construction
de la structure. La me´thode est proche de la construction classique de´crite dans le
Chapitre 1. La principale difficulte´ est de montrer
P0(D
C =∞) > 0,
ou` DC de´signe le temps de sortie du coˆne C (voir la de´finition de Dℓα dans la dernie`re
section de ce chapitre ou directement [62]). Ce controˆle remplace celui sur le temps
de sortie D du demi-espace dans la construction classique. C’est pour obtenir ce
re´sultat que nous avons besoin de renforcer l’Hypothe`se 2.1 et de travailler avec
l’Hypothe`se (H). Enfin rappelons que nous ne connaissons pas de marches ve´rifiant
l’Hypothe`se 2.1 mais n’admettant pas de direction asymptotique et on peut donc
espe´rer une ame´lioration du The´ore`me 2.1.
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Asymptotic Direction for Random Walk in Random Environment ([62])
2. Introduction and results
In this paper, we give a characterization of random walks in random i.i.d envi-
ronments having an asymptotic direction. We first describe the model that we will
use. Fix a dimension d > 1 (but think more particularly of the case where d > 2
because this work becomes obvious when d = 1). Let S2d−1 denote the (2d − 1)
dimensional simplex, S2d−1 = {x ∈ [0, 1]2d,
∑2d
i=1 xi = 1}. An environment ω in Zd
is an element of Ω := SZ
d
2d−1. For any environment ω, Px,ω denotes the Markov chain
with state space Zd and transition given by
Px,ω(X0 = x) = 1 and
Px,ω(Xn+1 = z + e|Xn = z) = ωz(e) (z ∈ Zd, e ∈ Zd s.t. |e| = 1, n > 0),
where | · | denotes the Euclidean norm in Zd.
For any law µ on S2d−1, we define a random environment ω in Zd, random variable
on Ω with law P := µ⊗Z
d
. For any x in Zd and any fixed ω, the law Px,ω is called
quenched law. The annealed law Px is defined on Ω × (Zd)N by the semi-product
Px := P×Px,ω. In this article, the law µ will verify the assumption of strict ellipticity
∀e ∈ Zd s.t. |e| = 1, P− a.s. µ(ω0(e) > 0) = 1,
which is weaker than the usual uniform ellipticity (see Remark 2.1). Sd−1 denotes
the unit circle for the Euclidean norm. For any ℓ in Rd, we define the set Aℓ of
transient trajectories in direction ℓ
Aℓ = { lim
n→+∞
Xn · ℓ = +∞},
and for any ν in Sd−1, Bν is defined as the set of trajectories having ν for asymptotic
direction
Bν = { lim
n→+∞
Xn
|Xn| = ν}.
This model is well studied in the one dimensional case where many sharp prop-
erties of the walk are known. However in higher dimensions the behavior of the
walk is much less well-understood. Particularly, the notion of asymptotic direction
has been poorly studied. In this paper, we give a description of the class of walks
having a unique asymptotic direction under the annealed measure (Theorem 2.1).
It means that the walk is transient and escapes to infinity in a direction which has a
deterministic almost surely limit. We also prove that under the annealed measure,
a RWRE admits at most two opposite asymptotic directions (Proposition 2.2 and
Corollary 2.1 ). The proofs are based on renewal structure as in [22] or [70]. The
main difficulty to obtain an asymptotic direction for a transient walk is to control
the fluctuations of the walk in the hyperplane transverse to transience direction.
One way to control those fluctuations is to introduce the following assumption.
2. INTRODUCTION AND RESULTS 41
Assumption. ℓ in Rd∗ verifies assumption (H) if there exists a neighborhood V
of ℓ such that
∀ℓ′ ∈ V, P0(Aℓ′) = 1. (H)
When (H) holds, we will note V the neighborhood given by the assumption.
The main purpose of this article is to prove the following theorem.
Theorem 2.1. The following three statements are equivalent
i) There exists a non empty open set O of Rd such that
∀ℓ ∈ O, P0 (Aℓ) = 1.
ii) ∃ν ∈ Sd−1 s.t.
P0 − a.s., Xn|Xn| −−−→n→∞ ν.
iii) ∃ν ∈ Rd∗ s.t. ∀ ℓ ∈ Rd
ℓ · ν > 0 =⇒ P0 (Aℓ) = 1.
Using arguments similar to those applied in the proof of Theorem 2.1, we also
show
Proposition 2.2. If ν and ν ′ are two distinct vectors in Sd−1 such that
P0(Bν)P0(Bν′) > 0,
then ν ′ = −ν.
An obvious consequence of this proposition is the following corollary.
Corollary 2.1. Under P0, there are at most two asymptotic directions, in this
case these two potential directions are opposite each other.
The class of walks admitting an asymptotic direction has been poorly studied
so far. Theorem 2.1 gives a characterization of this class but also leaves unsolved
some important problems related to this notion. First, we would like to compare the
ballistic class with the class of walks admitting an asymptotic direction. As shown
in Remark (2.2), if a walk admits an asymptotic direction, it also satisfies a law of
large numbers. However, the notion of asymptotic direction is of interest only in
the non-ballistic case. Indeed, a non degenerate velocity contains more information
(direction and speed) than the asymptotic direction (direction only) whereas in the
non-ballistic case the asymptotic direction gives an interesting information of the
behavior which is not contained in the law of large numbers. It is known that in
dimension 1, the class of walks admitting an asymptotic direction (here it simply
means transient) but a degenerate velocity is non empty. In higher dimension we
have no example of such a walk and it might be possible that there is none.
The class of ballistic walks has been the subject of many recent articles. In
the first one [70], the authors provide a strong sufficient drift condition to obtain
a ballistic law of large numbers, Kalikow’s condition. Later, Sznitman improves on
sufficient conditions in different works, [66] is the more recent. He introduces in
this paper the conditions (Tγ) (γ ∈ (0, 1]) that we will not recall, and the condition
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(T ′) defined as the realization of (Tγ) for any γ ∈ (0, 1). According to Corollary
5.3 in [67], this condition is strictly weaker than Kalikow’s criterion for d > 3 and
Sznitman gives an effective criterion to check it, that is the weakest condition known
to assure a ballistic behavior. It is also shown in (1.13) of [66] that (Tγ) implies
that the walk has an asymptotic direction (and so using Theorem 1 implies (H)), it
is then natural to ask if (H) is strictly weaker than (Tγ) or simply equivalent. This
question is particularly interesting because (Tγ) is equivalent to (T
′) for γ ∈ (1
2
, 1)
when d > 2, and it is conjectured that they are equivalent for any γ ∈ (0, 1) (see
[66], in particular Theorem 2.4). An answer to this question could be a step toward
comparing the ballistic class and the class of walks admitting an asymptotic direction
and then would help us to solve the first problem above.
A third problem is that we could not find a criterion to check assumption (H), as
we have for (Tγ). Such a criterion would be a great help to answer the two previous
questions because condition (H) is easy to understand but hard to verify.
Finally, notice that Corollary 2.1 has a version for velocities instead of asymptotic
directions. More precisely, P0-almost surely, the limit of
Xn
n
belongs to a set {S1, S2}
such that if S1 6= 0 then S2 = λS1 for some λ 6 0 (Theorem 1.1 in [8]). However
none of these two results can be deduced from the other one.
The proofs of the results will be given in the second part of this paper. We finish
this section with some notation which will be useful in the proofs. Denote by θn the
time shift (n natural number is the argument) and by tx the spatial shift (x in Z
d
is the argument). For any fixed ℓ in Rd∗, we let Tu be the hitting time of the open
half-space {x ∈ Zd, x · ℓ > u}
Tu = inf{n > 0, Xn · ℓ > u},
and Dℓ the return time of the walk behind the starting point
Dℓ = inf{n > 0, Xn · ℓ 6 X0 · ℓ}.
Notice that these two definitions are quite different from those used in [70].
We complete ℓ into an orthogonal basis (e2, . . . , ed), such that for every i in J2, dK,
|ei| = 1 . For all i ∈ J2, dK we define the following two vectors:
ℓ′i (α) = ℓ+ αei and ℓ
′
−i (α) = ℓ− αei. (2.3)
For all positive real α we can define the convex cone C (α) by
C (α) =
d⋂
i=2
{x ∈ Zd, x · ℓ′i (α) > 0 and x · ℓ′−i (α) > 0}.
We also define the exit time Dℓα of the cone C (α), shifted at the starting point of
the walk,
Dℓα = inf{n > 0, ∃i ∈ J2, dK, Xn · ℓ′i(α) < X0 · ℓ′i(α) or Xn · ℓ′−i(α) < X0 · ℓ′−i(α)}.
Notice that under P0, D
ℓ
α can also be defined in the following way,
P0 − a.s., Dℓα = inf{n > 0, Xn /∈ C (α)}.
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3. Proofs
Proof of Theorem 2.1. The first step of the proof is the following lemma,
where it is proved that under (H) the walk has a positive probability never to exit
a cone C(α) for α small enough.
Lemma 2.1. Let ℓ be a vector in Rd satisfying (H) then, for any choice of an
orthogonal basis (ℓ, e2, . . . , ed) with |ei| = 1 for any i in J2, dK, there exist some
α0 > 0 such that,
∀α 6 α0 P0
(
Dℓα =∞
)
> 0. (2.4)
Proof. Fix a basis satisfying the assumption of the lemma. We will first show
that there exists a random variable α1 > 0 such that
P0(D
ℓ
α1
=∞|Dℓ =∞) = 1. (2.5)
Since V is an open set, there exist some α2 > 0 such that for every i ∈ J2, dK:
ℓ′i (α2) ∈ V and ℓ′−i (α2) ∈ V.
For these (2d− 2) directions, we use the renewal structure described in section 1 of
[70]. The choice of the parameter a in this structure has no importance and can be
done arbitrarily. Remember that, for any fixed direction ℓ, the first renewal time τ ℓ
of [70] is the first time the walk reaches a new record in direction ℓ, and later never
backtracks.
Remark 2.1. In [70], as in further references, uniform ellipticity is assumed.
When we quote these articles, we have verified that this stronger assumption is not
necessary or can be relaxed as in [80].
Using (H) we obtain that for each i ∈ J2, dK,
P0
(
Aℓ′i(α2)
)
= P0
(
Aℓ′
−i(α2)
)
= 1.
From Proposition 1.2 in [70]:
τ ℓ
′
2(α2) ∨ · · · ∨ τ ℓ′d(α2) ∨ τ ℓ′−2(α2) ∨ · · · ∨ τ ℓ′−d(α2) <∞ P0 − a.s.
Using a proof very close to Proposition 1.2 in [70] (see also Theorem 3 in [39]) we
obtain P0
(
Dℓ =∞) > 0 and so:
τ ℓ
′
2(α2) ∨ · · · ∨ τ ℓ′d(α2) ∨ τ ℓ′−2(α2) ∨ · · · ∨ τ ℓ′−d(α2) <∞ P0
(·|Dℓ =∞)− a.s. (2.6)
We now define the following variables:
N = inf{n0 > 1, ∀n > n0, Xn ∈ C (α2)}, (inf ∅ = +∞)
C = inf
1 6 n 6N
Xn · ℓ,
M = sup
1 6 n 6N
d∑
i=2
|Xn · ei|2.
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From (2.6), it is clear that:
P0
(·|Dℓ =∞)− a.s., N <∞,
C > 0 and M <∞.
We now define α1 =
C√
M
∧α2 (notice that α1 is random), using Cauchy-Schwarz
inequality for n 6 N and the definition of N and C(α) for n > N , we obtain:
P0(·|Dℓ =∞)− a.s., ∀i ∈ J2, dK, ∀n > 0,
Xn · ℓ′i (α1) = Xn · ℓ+ α1 (Xn · ei) > 0,
and Xn · ℓ′−i (α1) = Xn · ℓ− α1 (Xn · ei) > 0.
which ends the proof of (2.5).
It is clear that
α < α′ implies C (α′) ⊂ C (α) ,
and so
lim
α→0
P0
({Dℓα =∞}) = P0
(⋃
α>0
{Dℓα =∞}
)
.
From (2.5), we have ⋃
α>0
{Dℓα =∞} P0−a.s.= {Dℓ =∞}.
Since P0
(
Dℓ =∞) > 0, this concludes the proof of Lemma 2.1. 
We will now construct a renewal structure in the same spirit as in [70] or [22].
The idea is to define a time where the walk reaches a new record in the direction ℓ
and never goes out of a cone (also oriented in direction ℓ) after. In [70], the walk
moves from one slab to the next one, here, as in [22] or [23], the walk will move
from one cone to the next one.
From Lemma 2.1, we know that we can choose α small enough so that
P0
(
Dℓα =∞
)
> 0.
We define now the two stopping time sequences (Sk)k > 0and (Rk)k > 0, and the se-
quence of successive maxima (Mk)k > 0
S0 = inf{n > 0, Xn·ℓ > X0·ℓ}, R0 = Dℓα◦θS0+S0, M0 = sup{ℓ·Xn, 0 6 n 6 R0}.
And for all k > 0:
Sk+1 = TMk , Rk+1 = D
ℓ
α ◦ θSk+1 + Sk+1, Mk+1 = sup{ℓ ·Xn, 0 6 n 6 Rk+1},
K = inf{k > 0, Sk <∞, Rk =∞}.
On the set K <∞, we also define:
τ1 = SK .
The random time τ1 is called the first cone renewal time, and will not be confused
with τ ℓ introduced above. Under assumption (H),
S0 6 R0 < S1 6 R1 < · · · < Sn 6 Rn < · · · 6∞. (2.7)
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Proposition 2.3. Under assumption (H),
P0 − a.s. K <∞.
Proof. For all k > 1,
P0(Rk <∞) = E[E0,ω[Sk <∞, Dℓα ◦ θSk <∞]]
=
∑
x∈Zd
E[E0,ω[Sk <∞, XSk = x,Dℓα ◦ θSk <∞]].
Using Markov property we obtain,
P0(Rk <∞) =
∑
x∈Zd
E
[
E0,ω[Sk <∞, XSk = x]Ex,ω[Dℓα <∞]
]
.
For every x in Zd, the variables E0,ω[Sk < ∞, XSk = x] and Ex,ω[Dℓα < ∞] are
respectively σ{ωy(·), ℓ · y < ℓ · x} and σ{ωy(·), y ∈ tx ◦C (α)} measurable. As this
two σ-fields are independent,
P0(Rk <∞) =
∑
x∈Zd
E0[Sk <∞, XSk = x]Ex[Dℓα <∞]
= P0(Sk <∞)P0(Dℓα <∞)
= P0(Rk−1 <∞)P0(Dℓα <∞).
By induction, we obtain,
P0(Rk <∞) = P0(Dℓα <∞)k+1.
In view of (2.7), this concludes the proof. 
We now define a sequence of renewal time (τk)k > 1 by the following recursive
relation:
τk+1 = τ1 (X.) + τk (Xτ1+. −Xτ1) . (2.8)
Using Proposition (2.3), we have:
∀k > 0, τk <∞.
Proposition 2.4. Under assumption (H),
((Xτ1∧·) , τ1) ,
((
X(τ1+·)∧τ2 −Xτ1
)
, τ2 − τ1
)
, . . . ,
((
X(τk+·)∧τk+1 −Xτk
)
, τk+1 − τk
)
are
independent variables under P0 and for k > 1,
((
X(τk+·)∧τk+1 −Xτk
)
, τk+1 − τk
)
are
distributed like ((Xτ1∧·) , τ1) under P0
(·|Dℓα =∞).
The proof is similar to that of Corollary 1.5 in [70] and will not be repeated
here.
For the classical renewal structure, Zerner proved that E0[Xτ1 · ℓ] is finite and com-
puted its value. We provide here the same result but for a renewal structure with
cones.
Fix a direction ℓ with integer coordinates (a1, . . . , ad) such that their greatest com-
mon divisor, gcd (a1, . . . , ad) = 1. Assume that (H) is satisfied for ℓ. Complete ℓ
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in an orthogonal basis (ℓ, e2, . . . , ed) such that for every i in J2, dK, |ei| = 1 . By
Lemma 2.1, we can choose α small enough so that P0(D
ℓ
α =∞) > 0 and construct
the associated renewal structure that is described above. We will also choose α small
enough such that for all e ∈ Zd with |e| = 1 and ℓ · e > 0, e belongs to C(α).
Lemma 2.2. Under assumption (H),
E0[Xτ1 · ℓ|Dℓα =∞] <∞.
Proof. This proof follows an unpublished argument of M. Zerner but can be
found in Lemma 3.2.5 p. 265 of [76]. Since gcd (a1, . . . , ad) = 1, we have {x · ℓ, x ∈
Zd} = Z. We will note
a∗ = max{|ai|, i = 1, · · · , d}
and for all i > 0,
bi = {x ∈ Zd, i 6 x · ℓ < i+ a∗ − 1}.
We now start the proof, for all i > 0,
P0({∃k > 1, Xτk · ℓ ∈Ji, i+ a∗ − 1K})
> P0 ({∃k > 1, Xτk · ℓ ∈ Ji, i+ a∗ − 1K, Xτk = XTi−1})
>
∑
x∈bi
E
[
E0,ω
[{XTi−1 = x,Dℓα ◦ θTi−1 =∞}]]
>
∑
x∈bi
E
[
E0,ω
[
XTi−1 = x
]
Ex,ω
[
Dℓα =∞
]]
(2.9)
> P0
(
Dℓα =∞
)
P0(XTi−1 ∈ bi) (2.10)
> P0
(
Dℓα =∞
)
. (2.11)
We used the strong Markov property in (2.9). In (2.10), notice that E0,ω
(
XTi−1 = x
)
is σ{ωy(·), ℓ · y < ℓ · x} measurable and Ex,ω
(
Dℓα =∞
)
is σ{ωy(·), y ∈ tx ◦ C (α)}
measurable and that those two σ-fields are independent. In (2.11), we use that
P0− a.s., XTi−1 belongs to bi. We will now compute the same value in another way.
For all i > 0,
P0 ({∃k > 1, Xτk · ℓ ∈ Ji, i+ a∗ − 1K}) 6
i+a∗−1∑
j=i
P0 ({∃k > 1, Xτk · ℓ = j) (2.12)
We also have
lim
i→∞
P0({∃k > 1, Xτk · ℓ = i}) = lim
i→∞
P0 ({∃k > 2, Xτk · ℓ = i})
= lim
i→∞
∑
n > 1
P0 ({∃k > 2, (Xτk −Xτ1) · ℓ = i− n,Xτ1 · ℓ = n})
= lim
i→∞
∑
n > 1
P0 ({∃k > 2, (Xτk −Xτ1) · ℓ = i− n})P0 (Xτ1 · ℓ = n) .
The first equality is true because P0 (Xτ1 · ℓ > i)→ 0 (i→∞). Notice now that for
all i ∈ {1, · · · , d}, |ai| is in the support of (Xτ2 −Xτ1) under P0, and this variable is
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then aperiodic. We can now use the renewal theorem (Corollary 10.2 p. 76 in [72])
we obtain
lim
i→∞
P0 ({∃k > 2, (Xτk −Xτ1) · ℓ = i− n}) =
1
E0[(Xτ2 −Xτ1) · ℓ]
.
The dominated convergence theorem leads to
lim
i→∞
P0 ({∃k > 1, Xτk · ℓ = i}) =
1
E0[(Xτ2 −Xτ1) · ℓ]
.
Using (2.12), we deduce,
P0 ({∃k > 1, Xτk · ℓ ∈ Ji, i+ a∗ − 1K}) 6
a∗ − 1
E0[(Xτ2 −Xτ1) · ℓ]
.
Comparing this result with (2.10), we easily obtain Lemma 2.2. 
We have now all the tools to prove Theorem 2.1. We will first use the two lem-
mas to prove that i) implies ii).
We choose ℓ with rational coordinates in the open set O. It is clear that ℓ satisfies
assumption (H). Actually, we can also assume, without loss of generality, that ℓ has
integer coordinates and that their greatest common divisor is 1. Indeed, there is λ
rational such that λℓ has integer coordinates with greatest common divisor equal to
1, and of course, λℓ also satisfies (H).
We complete ℓ into an orthogonal basis (e2, . . . , ed), such that for every i in
J2, dK, |ei| = 1. Using Lemma 2.1, we choose α small enough so that P0
(
Dℓα =∞
)
>0.
We can now use the renewal structure with cones and we have from Lemma 2.2 that:
E0
[
Xτ1 · ℓ|Dℓα =∞
]
<∞.
From the definition of the cone renewal structure, there is some constant c(α) > 0
such that, P0(·|Dℓα =∞)− a.s., for any time n,
|Xn| 6 c(α)Xn · ℓ, (2.13)
and so using Lemma 2.2,
E0
[|Xτ1||Dℓα =∞] <∞. (2.14)
We can now apply the law of large numbers, and obtain
Xτk
k
−−−→
n→∞
E0
[
Xτ1|Dℓα =∞
]
P0 − a.s. (2.15)
As |E0
[
Xτ1|Dℓα =∞
] | > 0,
Xτk
|Xτk |
−−−→
n→∞
E0
[
Xτ1|Dℓα =∞
]
|E0 [Xτ1|Dℓα =∞] |
(def)
= ν P0 − a.s. (2.16)
To complete the proof, we have to control the behavior of the walk between the
renewal times. For each natural n, we introduce the index k (n) such that,
τk(n) 6 n < τk(n)+1.
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Recall that if (Zn) is an i.i.d. sequence of variables with finite expectation, Borel-
Cantelli Lemma assures that Zn
n
converges almost surely to 0. From (2.13), Lemma 2.2
and Proposition 2.4, the sequence (sup
n
|Xτk+n∧τk+1 −Xτk |)k > 1 is i.i.d with finite ex-
pectation and we can apply the previous remark to obtain:
sup
n
|Xτk+n∧τk+1 −Xτk |
k
−−−→
k→∞
0 P0 − a.s. (2.17)
Using equation (2.16) and (2.17), we study the convergence in ii),
Xn
|Xn| =
Xn −Xτk(n)
|Xn| +
Xτk(n)
k (n)
k (n)
|Xn| . (2.18)
By Proposition 2.3 and (2.8),
k (n) −−−→
n→∞
∞ P0 − a.s.
As |Xn| > k (n), (2.17) leads to:
Xn −Xτk(n)
|Xn| −−−→n→∞ 0 P0 − a.s. (2.19)
To control the second term in (2.18), we simply write
|Xτk(n) |
k (n)
− |Xn −Xτk(n) |
k (n)
6
|Xn|
k (n)
6
|Xτk(n) |
k (n)
+
|Xn −Xτk(n) |
k (n)
.
Using (2.15) and (2.17), we obtain,
|Xn|
k (n)
−−−→
n→∞
|E0
[
Xτ1 · ℓ|Dℓα =∞
] | P0 − a.s.
We finally obtain the desired convergence :
Xn
|Xn| −−−→n→∞ ν =
E0
[
Xτ1 |Dℓα =∞
]
|E0 [Xτ1|Dℓα =∞] |
P0 − a.s.
The end of the proof of Theorem 2.1 is easy: it is obvious that iii) implies i) and so
we just have to show that ii) implies iii).
Let ℓ be a direction such that ℓ · ν > 0. It is known since [70] (Lemma 1.1) that
P0 (Aℓ ∪ A−ℓ) follows a 0 − 1 law under assumption of uniform ellipticity, but we
use here Proposition 3 in [80] where the same result is proved under the weaker
assumption of strict ellipticity.
If P0 (Aℓ ∪ A−ℓ) = 0, it is known that the walk under P0 oscillates,
lim sup
n→∞
Xn · ℓ = − lim inf
n→∞
Xn · ℓ = +∞ P0 − a.s.
This is not possible in view of ii) and so P0 (Aℓ ∪ A−ℓ) = 1.
But because of ii), P0 (A−ℓ) = 0, and we can conclude
P0 (Aℓ) = 1.

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Remark 2.2. From the proof of Theorem 2.1, we know that if a walk has an as-
ymptotic direction, we can construct a renewal structure with cones and E[Xτ1|Dℓα =
∞] is finite. We can then easily derive a law of large numbers, namely
Xn
n
−−−→
n→∞
E0[Xτ1|Dℓα =∞]
E0[τ1|Dℓα =∞]
(def)
= µ P0 − a.s.
However this limit can be zero (if and only if E0[τ1|Dℓα = ∞] = +∞ ) and, in
this case, the asymptotic direction is an interesting information about the walk’s
behaviour.
Remark 2.3. If a walk admits an asymptotic direction, we know that the walk is
transient in any direction ℓ satisfying ℓ·ν > 0. For any such ℓ, we can consider a slab
renewal structure defined as the cone renewal structure except that in the definitions
of (Rk)k > 0, (Sk)k > 0 and (Mk)k > 0, D
ℓ
α is replaced by D˜
ℓ = inf{n > 0, Xn ·ℓ < X0 ·ℓ}
(this construction is very similar to that of [70]). For any k > 1, τ ℓk will denote the
k-th slab renewal time. The variables (Xτℓ
k+1
−Xτℓ
k
)k > 1 are i.i.d., and the purpose
of this remark is to show that the expectation of their norm, E0[|Xτℓ1 ||D˜ℓ = ∞] is
finite. From Corollary 3 in [41], it is enough to prove that (
X
τℓ
k
k
)k > 1 is bounded
P0−almost surely1. For any k > 1, we introduce
J(k) = sup{j > 1, τj 6 τ ℓk} (sup ∅ = 0).
As P0-almost surely (τ
ℓ
k)k > 1 is increasing, we have
lim
k→∞
J(k) =∞ P0 − a.s. (2.20)
Notice that a cone renewal time is also a slab renewal time and as a consequence
J(k) 6 k P0 − a.s. (2.21)
P0-a.s. for large k so that J(k) > 1:
Xτℓ
k
k
=
Xτℓ
k
−XτJ(k)
k
+
XτJ(k)
k
.
The norm of the first term is bounded by
c(α)|XτJ(k)+1 ·ℓ−XτJ(k) ·ℓ|
J(k)
. From the same ar-
gument as in (2.17),
c(α)|Xτj+1 ·ℓ−Xτj ·ℓ|
j
converges P0-almost surely to 0, and using
(2.20), we obtain the P0-almost surely convergence of the first term to 0. Rewriting
the second term
XτJ(k)
k
=
XτJ(k)
J(k)
J(k)
k
,
from (2.21),(2.20) and (2.15) we obtain that the second term is almost surely bounded
as k goes to infinity.
1The result in [41] is for d = 1. Considering all the coordinates separately, the claim in arbitrary
dimension follows.
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Proof of Proposition 2.2. Suppose that the proposition is false and call ν
and ν ′ two vectors of Sd−1 different and non opposite such that P0(Bν)P0(Bν′) > 0,
then we will show that
∃ν0 such that P0(Bν0|Bν ∪Bν′) = 1, (2.22)
what establishes, of course, a contradiction.
First, notice that for ν ∈ Sd−1 with P0(Bν) > 0 we have,
∀ℓ ∈ Rd such that ℓ · ν > 0, P0(Aℓ|Bν) = 1. (2.23)
Indeed, from the 0 − 1 law P0(Aℓ ∪ A−ℓ) = 1 (just notice that the walk does not
oscillate along direction ℓ on Bν , event of positive probability), but since Bν ⊂
{∃N s.t. ∀n > N, Xn · ℓ > 0}, we have Bν ⊂ Aℓ, P0-almost surely, which implies
(2.23).
The set V = {ℓ ∈ Rd, ℓ · ν > 0} ∩ {ℓ ∈ Rd, ℓ · ν ′ > 0} is non empty and open
and from (2.23) it has the property,
∀ℓ ∈ V, P0(Aℓ|Bν ∪Bν′) = 1. (H’)
From now on, we fix ℓ0 in V . The property (H’) is similar to assumption (H) and
the proof of (2.22) will be adapted from that of Theorem 2.1. In fact, we will use
the cone renewal structure on Aℓ0 and show
∃ν0 s.t. P0(Bν0|Aℓ0) = 1, (2.24)
which is stronger that (2.22). Before the proof, notice that if P0(Bν ∪ Bν′) = 1,
we can easily conclude using Theorem 2.1, but the proof is not that obvious if
P0(Bν ∪Bν′) < 1.
In order to construct a renewal structure with cones on the event Aℓ0 of positive
probability, we have to show that there exists α > 0 such that P0(D
ℓ0
α = ∞) > 0.
We will use a proof very close to the one of Lemma 2.1 except that we will work on
the event {Bν ∪Bν′} and show the stronger result P0(Dℓ0α =∞, Bν ∪Bν′) > 0. Our
first step will be to prove that
P0(D
ℓ0 =∞, Bν ∪Bν′) > 0. (2.25)
We argue by contradiction and assume the left hand side of (2.25) is zero. By
translation-invariance, it holds Px(D
ℓ0 = ∞, Bν ∪ Bν′) = 0 for any x in Zd, which
means
∀x ∈ Zd, P− a.s., Px,ω(Dℓ0 =∞, Bν ∪Bν′) = 0,
and also
P− a.s., ∀x ∈ Zd, Px,ω(Dℓ0 =∞, Bν ∪Bν′) = 0.
We denote by (Dℓ0)n the n-th backtrack time of the walk, defined by the following
recursive relation
(Dℓ0)1 = Dℓ0 ,
(Dℓ0)n = Dℓ0 ◦ θ(Dℓ0 )n−11{(Dℓ0 )n−1<∞} +∞1{Dℓ0 )n−1=∞}, ∀n > 2.
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Notice that for any n > 1,
{(Dℓ0)n <∞, (Dℓ0)n+1 =∞, Bν ∪Bν′} =⋃
x∈Zd
⋃
m > 1
{(Dℓ0)n<∞, (Dℓ0)n= m,Xm= x}
⋂
{Dℓ0 ◦ θm=∞, lim
k→∞
Xk − x
|Xk − x| ∈ {ν, ν
′}}.
We can then use the Markov property to show that P− a.s., for any n > 1,
P0,ω((D
ℓ0)n <∞,(Dℓ0)n+1 =∞, Bν ∪Bν′) =∑
x∈Zd
P0,ω((D
ℓ0)n <∞, X(Dℓ0 )n = x)Px,ω(Dℓ0 =∞, Bν ∪Bν′).
We finally obtain P0((D
ℓ0)n <∞,∀n > 1|Bν ∪ Bν′) = 1. This establishes a contra-
diction with (H’) and concludes the proof of (2.25). It is possible to choose α > 0
such that for every i ∈ J2, dK:
ℓ′i (α) ∈ V and ℓ′−i (α) ∈ V,
in the notations of (2.3) with ℓ = ℓ0. From (2.23) and Proposition 1.2 in [70], it is
clear that almost surely on {Bν ∪Bν′} ∩ {Dℓ0 =∞},
τ ℓ
′
2(α) ∨ · · · ∨ τ ℓ′d(α) ∨ τ ℓ′−2(α) ∨ · · · ∨ τ ℓ′−d(α) <∞.
We can then follow the end of the proof of Lemma 2.1 and we obtain:⋃
α>0
{Dℓ0α =∞, Bν ∪Bν′} P0−a.s.= {Dℓ0 =∞, Bν ∪Bν′},
and hence we can fix α > 0 such that,
P0(D
ℓ0
α =∞, Bν ∪Bν′) > 0.
We will now show that on Aℓ0 (this is much easier than on Bν∪Bν′), the walk admits
almost surely a unique asymptotic direction. We use the same renewal structure with
cones as in the proof of Theorem 2.1. Following the proof of Proposition 1.2 in [70],
we obtain
Proposition 2.5. Under assumption (H’),
P0 − a.s., Aℓ0 = {K <∞} = {τ1 <∞}.
We also adopt the notation Q0 to denote the probability measure P0(·|Aℓ0). The
proof of Corollary 1.5 in [70] leads to,
Proposition 2.6. Under assumption (H’),
((Xτ1∧·) , τ1) ,
((
X(τ1+·)∧τ2 −Xτ1
)
, τ2 − τ1
)
, . . . ,
((
X(τk+·)∧τk+1 −Xτk
)
, τk+1 − τk
)
are
independent variables under Q0 and for k > 1,
((
X(τk+·)∧τk+1 −Xτk
)
, τk+1 − τk
)
are
distributed like ((Xτ1∧·) , τ1) under P0
(·|Dℓ0α =∞).
Using again Lemma 3.2.5 p. 265 in [76], we also have
Lemma 2.3. Under assumption (H’),
EQ0 [Xτ1 · ℓ|Dℓα =∞] =
1
P0 (Dℓα =∞)
.
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We have now all the tools to follow the proof of Theorem 2.1 except that Q0
replaces P0. We obtain the existence of ν0 satisfying (2.22). 
CHAPITRE 3
Un mode`le en temps continu
Dans ce chapitre nous de´crivons un mode`le de marches ale´atoires en milieu
ale´atoire i.i.d. en temps continu. On compare notamment la vitesse du squelette
a` la vitesse de la marche en temps continu. On s’inte´resse en particulier a` la vitesse
maximale ou minimale que l’on peut obtenir pour la marche continue ainsi qu’a` la
possibilite´ d’atteindre une vitesse nulle. Les re´sultats obtenus sont explicites pour
la dimension 1 mais s’expriment en fonction de la structure de renouvellement en
dimensions supe´rieures.
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Ce chapitre est entie`rement re´dige´ en franc¸ais. Il est constitue´ de re´sultats origi-
naux mais qui n’ont pas fait l’objet d’une publication.
1. Mode`le et questions
Dans ce chapitre nous allons e´tudier un mode`le de Marches Ale´atoires en Milieux
Ale´atoires en temps continu, nous nous limiterons au cas d’environnements i.i.d.
De plus, on ne conside´rera que des chaˆınes de Markov pouvant eˆtre de´crites par
un squelette et des taux de saut en chaque site. Un environnement ω devra donc
nous permettre de construire une chaˆıne en temps discret ainsi que la de´formation
ale´atoire du temps que l’on va lui appliquer. Plus pre´cise´ment, un environnement ω
sera une famille de couples
(ωx)x∈Zd := (ωx, λx)x∈Zd ,
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ou` ωx de´signe la transition en x du squelette et λx ∈ R+ le temps moyen de saut
(c’est-a`-dire l’inverse du taux de saut) au site x. Dans ce chapitre, on ne trouvera
pas de nouveaux e´le´ments d’e´tude du squelette puisque ce travail est similaire a`
l’e´tude des MAMA en temps discret. En revanche, on s’attachera a` comprendre la
partie inte´ressante de ce mode`le, c’est-a`-dire la de´formation du temps. On e´tudiera
essentiellement l’influence de cette de´formation sur la vitesse du squelette (dans le
cas ou` cette vitesse existe) et la possibilite´ de ralentir une marche balistique jusqu’a`
une vitesse nulle. Ces questions se rame`neront a` des proble`mes de couplage. On
se demandera en effet comment associer de fac¸on optimale les temps de saut (on
ne pre´cisera plus moyens) et les vecteurs de transitions pour obtenir une vitesse
maximum ou minimum, et meˆme nulle. Ce chapitre se divise en trois sections. Dans
cette premie`re partie, nous donnons une description pre´cise du mode`le et un e´nonce´
correct des questions que l’on essaiera de re´soudre, la seconde partie est consacre´e
a` l’e´tude de la dimension 1 et la troisie`me au cas des dimensions d > 2.
1.1. Mode`le. On note Ω := (S2d−1 × R∗+)Zd l’espace des environnements. On
munit Ω de la tribu produit bore´lienne et on conside`re une loi P sur cet espace. Les
marginales de P seront note´es P1 et P2. Dans tout ce chapitre, on ne s’inte´ressera
qu’aux environnements i.i.d. c’est-a`-dire satisfaisants l’hypothe`se (H3.1),
Hypothe`se 3.1 (H3.1). Les marginales de P sont des mesures produits ho-
moge`nes.
On supposera e´galement que la premie`re composante de l’environnement satisfait
l’hypothe`se d’ellipticite´ (H3.2) que l’on a de´ja` rencontre´e,
Hypothe`se 3.2 (H3.2). P1(ω0(e) = 0) = 0, ∀e ∈ Zd, |e| = 1,
ce qui nous permettra d’utiliser les re´sultats connus en temps discret. On utilisera
e´galement parfois l’hypothe`se (H3.3) d’uniforme d’ellipticite´ :
Hypothe`se 3.3 (H3.3). Il existe ǫ > 0 tel que P(ω0(e) < ǫ) = 0 pour tout
e ∈ Zd satisfaisant |e| = 1.
Soit ω = (ω, λ) ∈ Ω un environnement. On de´finit pour tout x ∈ Zd, la chaˆıne
de Markov en temps discret (Xn)n > 0 de loi P˜x,ω par :
X0 = x, P˜x,ω − p.s.,
et par les transitions
P˜x,ω(Xn+1 = Xn + e|X0, · · · , Xn) = ωXn(e), e ∈ Zd, |e| = 1, n > 0.
Le processus (Xn)n > 0 sera appele´ squelette. On se donne par ailleurs une famille
(ǫi)i∈N de variables exponentielles i.i.d. de moyenne 1, on note Q la loi de cette
famille. Le processus horloge (clock process en anglais) (Sn)n > 0 est de´fini pour tout
n > 0 par :
Sn =
n−1∑
i=0
λXiǫi,
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ainsi que son inverse ge´ne´ralise´ (S−1(t))t > 0, avec S−1(t) unique entier n tel que
Sn 6 t < Sn+1.
On de´finit maintenant le processus en temps continu
Yt = XS−1(t), t > 0,
la the´orie classique des chaˆınes de Markov nous assure que ce processus est markovien
sous P˜x,ω⊗Q, et on notera Px,ω sa loi. On a e´galement les proprie´te´s suivantes pour
le processus (Yt)t > 0,
– Pour x ∈ Zd et e ∈ Zd un vecteur unitaire, le taux de saut cx,x+e de x a` x+ e
est ωx(e)
1
λx
.
– Le ge´ne´rateur Lω est de´fini pour toute fonction f bore´lienne borne´e par
Lωf(y) =
∑
|e|=1
1
λx
ωy(e)(f(y + e)− f(y)), y ∈ Zd, e ∈ Zd, |e| = 1.
Notons que l’on peut e´galement reconstruire (Xn)n > 0 (et (ǫi)i > 0) comme fonction
de (Yt)t > 0 ce qui nous autorisera a` parler de proprie´te´s P0,ω − p.s. pour (Xn)n > 0
e´galement.
De´finissons maintenant pour tout x ∈ Zd la loi annealed Px en inte´grant sur les
environnements selon P,
Px := P× Px,ω.
Nous aurons aussi besoin dans certaines de´monstrations de la loi annealed en temps
discret P˜x := P1 × P˜x,ω. De manie`re ge´ne´rale, nous essaierons de re´server le ˜ aux
notations relatives au processus en temps discret. Pour terminer cette partie, nous
allons montrer une proprie´te´ e´le´mentaire (mais tre`s importante) du clock process.
Proposition 3.1. Sous (H3.1) et (H3.2), limn→+∞ Sn = +∞, P0 − p.s.
Preuve de la proposition 3.1. Avant de donner une courte preuve de ce
re´sultat, nous introduisons les notations suivantes. On de´finit le temps de sortie T˜i
de la boite de taille i,
T˜i := inf{n > 0, |Xn|∞ = i},
ainsi que le maximum mn de la trajectoire au temps n,
mn := max{|Xi|∞, i 6 n}.
Il est clair, par la condition d’ellipticite´ (H3.2) que, P0-p.s., T˜n < ∞ pour tout
n ∈ N et limn→∞mn = +∞. Pour montrer la proposition 3.1, nous allons utiliser la
remarque suivante :
Remarque 3.1. Sous P0, les variables (λX eTi
)i∈N sont i.i.d. de meˆme loi que λ0
sous P.
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En effet, fixons un entier n > 0 et conside´rons une famille d’e´ve`nementsA0, · · · , An.
On a,
P0(λX eT0
∈ A0, · · · , λX eTn ∈ An)
=
∑
|x|∞=n
E(P0,ω(λX eT0
∈ A0, · · · , λX eTn−1 ∈ An−1, λx ∈ An, XeTn = x))
=
∑
|x|∞=n
E(λx ∈ An, P0,ω(λX eT0 ∈ A0, · · · , λX eTn−1 ∈ An−1, XeTn = x))
=
∑
|x|∞=n
P(λx ∈ An)E(P0,ω(λX eT0 ∈ A0, · · · , λX eTn−1 ∈ An−1, XeTn = x))
= P(λ0 ∈ An)P0(λX eT0 ∈ A0, · · · , λX eTn−1 ∈ An−1).
Dans le passage de la deuxie`me a` la troisie`me ligne, on utilise uniquement le caracte`re
i.i.d. de l’environnement et on termine la preuve de la Remarque 3.1 en ite´rant sur
les e´ve`nements restants. On peut maintenant finir la preuve de la Proposition 3.1.
On a P0 − p.s.,
Sn >
mn∑
i=0
λX eTi
,
et sous l’hypothe`se d’ellipticite´ (H3.2), limn→+∞mn = +∞ P0− p.s., ce qui permet
de conclure en utilisant la loi des grands nombres. 
Dans la section suivante, nous allons e´noncer quelques questions que l’on peut
poser sur ce mode`le.
1.2. Proble´matique. Remarquons tout de suite que la Proposition 3.1 permet
de ramener les proble`mes de re´currence et de transience (incluant e´galement la
transience directionnelle) a` l’e´tude du squelette ; le fait de conside´rer les marches en
temps continu n’apporte donc rien de nouveau sur ces questions. On se contentera
donc de rappeler les re´sultats existants lorsqu’ils seront ne´cessaires.
La question de la vitesse est en revanche bien plus inte´ressante. Nous allons tenter
d’apporter des e´le´ments de re´ponse a` la question suivante : ✭✭ Comment la vitesse
d’une marche discre`te est-elle modifie´e par un passage en temps continu ? ✮✮. Donnons
une description plus pre´cise de cette question.
Question 1. On dira que la marche admet pour vitesse v ∈ Rd si
lim
t→+∞
Yt
t
= v, P0 − p.s.
Fixons une probabilite´ P1 sur S
Zd
2d−1 ainsi qu’une probabilite´ P2 sur (R
∗
+)
Zd .
De´finition. On note Π(P1,P2) l’ensemble des probabilite´s sur Ω dont la premie`re
marginale est P1 et la seconde est P2.
La vitesse v de la marche en temps continu, si elle existe, est une fonction du
couplage P des deux marginales. On peut donc chercher le, ou les, couplages qui
maximisent ou qui minimisent cette vitesse et comparer la vitesse du processus en
temps continu a` celle du processus en temps discret. On cherchera donc a` associer
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de fac¸on optimale les temps de saut et les transitions pour retarder ou acce´le´rer
la marche lors du passage en temps continu. De fac¸on plus pre´cise, on cherche a`
re´soudre les proble`mes d’optimisation suivant :
sup
P∈Π(P1,P2)
v et inf
P∈Π(P1,P2)
v.
On cherchera e´galement a` caracte´riser les couplages, s’ils existent, qui permettent
d’atteindre ces bornes.
Question 2. Pour le mode`le en temps discret, la classe des marches ayant un
comportement balistique a fait l’objet de nombreux travaux. On s’inte´resse ici aussi
a` cette classe a` travers la question suivante : est-il possible d’avoir une marche
balistique en temps discret ((Xn)n > 0 sous P˜0) et a` vitesse nulle lors du passage
en temps continu ((Yt)t > 0 sous P0) ? On parlera alors de marche arreˆte´e. D’apre`s
la Remarque 3.1, la re´ponse a` cette question est e´videmment simple et positive si
la marginale P2 a une espe´rance infinie. On supposera donc dans la suite que P2
satisfait l’hypothe`se (H3.4) :
Hypothe`se 3.4 (H3.4). La loi P2 est d’espe´rance finie.
La de´finition suivante nous permet d’e´noncer correctement la Question 2.
De´finition 3.1. On dira qu’une MAMA en temps discret, guide´e par un envi-
ronnement P1 assurant un comportement balistique, peut eˆtre arreˆte´e s’il existe une
loi P2 satisfaisant (H3.4) et un couplage P ∈ Π(P1,P2) tel que la MAMA en temps
continu avec environnement P soit de vitesse nulle.
On essaiera de caracte´riser les marches pouvant eˆtre arreˆte´es.
2. Re´sultats pour d = 1
Dans cette section, on s’inte´resse au cas de la dimension 1. Comme pour le
mode`le en temps discret, l’e´tude de la dimension 1 est spe´cifique car, contrairement
aux dimensions supe´rieures, de nombreux calculs peuvent eˆtre mene´s jusqu’a` des
re´sultats explicites. Certains des re´sultats pre´sente´s ici sont tre`s proches de ceux
de´ja` obtenus en temps discret. On donnera cependant les de´monstrations de`s que des
modifications, meˆme mineures, sont ne´cessaires. On essaiera e´galement de conserver,
autant que possible, les notations et la structure des notes de Saint-Flour de Ofer
Zeitouni ([76]). De´finissons les variables suivantes :
ρi = (1− ωi)/ωi, i ∈ Z,
Ti = min{t > 0, Yt = i}, i ∈ Z,
∆i = Ti − Ti−1, i > 1
Comme dans le cas discret, on fera l’hypothe`se suivante sur le milieu :
Hypothe`se 3.5 (H3.5). E(ln(ρ0)) est bien de´finie dans R.
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2.1. Transience et re´currence. La premie`re proposition concerne le proble`me
de la transience et de la re´currence. Comme nous l’avons de´ja` fait remarquer, la
Proposition 3.1 nous permet de ramener cette question au mode`le en temps discret.
On se contentera donc de rappeler le re´sultat de Solomon ([64]) et de le re´e´crire
avec nos notations.
Proposition 3.2 (Re´curence/Transience). Sous P0, le processus (Yt)t > 0 a le
meˆme comportement en terme de re´currence/transience que (Xn)n > 0 sous P˜0. On
a donc :
(i) (EP1(ln ρ0) < 0)⇔ ( lim
n→+∞
Xn = +∞, P˜0 − p.s.)
⇔ ( lim
t→+∞
Yt = +∞, P0 − p.s.);
(ii) (EP1(ln ρ0) > 0)⇔ ( lim
n→+∞
Xn = −∞, P˜0 − p.s.)
⇔ ( lim
t→+∞
Yt = −∞, P0 − p.s.);
(iii) (EP1(ln ρ0) = 0)⇔ (−∞ = lim inf
n→+∞
Xn < lim sup
n→+∞
Xn = +∞, P˜0 − p.s.)
⇔ (−∞ = lim inf
t→+∞
Yt < lim sup
t→+∞
Yt = +∞, P0 − p.s.).
2.2. Loi des grands nombres. Dans cette section, nous e´nonc¸ons une loi des
grands nombres et on donne une expression explicite de la vitesse. Cette question a
e´te´ totalement re´solue par Solomon ([64]) en temps discret, on reprend les grandes
e´tapes de la de´monstration. La premie`re consiste a` e´tablir l’ergodicite´ de la famille
(∆i)i∈N.
Proposition 3.3 (Ergodicite´ de (∆i)i > 1). Si lim
t→+∞
Yt = +∞, P0 − p.s. alors
(∆i)i > 1 est stationnaire et fortement me´langeant. En particulier (∆i)i > 1 est ergo-
dique.
Preuve de la Proposition 3.3. La stationnarite´ est une conse´quence de la
proprie´te´ de Markov et de la stationnarite´ de l’environnement. Nous allons main-
tenant montrer le caracte`re fortement me´langeant. Soient A1, . . . , Ai et B1, . . . , Bj
des boreliens de R. On conside`re les e´ve`nements A et Bm (m > 0) de´finis par
A =
i⋂
p=1
{∆p ∈ Ap} et Bm =
j⋂
p=1
{∆m+p ∈ Bp}.
On doit montrer que
lim
m→+∞
P0(A ∩ Bm) = P0(A)P0(B0). (3.1)
Introduisons pour tout L > 0 l’e´ve`nement
BmL =
j⋂
p=1
{∆m+p ∈ Bp} ∩ {∀t ∈ [Tm+p−1, Tm+p], |m+ p− 1− Yt| < L}.
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Fixons ǫ > 0. La stationnarite´ de l’environnement entraˆıne P0(Bm\BmL ) = P0(B0\B0L)
et l’hypothe`se, limt→+∞ Yt = +∞, P0 − p.s., assure limL→+∞ P0(B0 \ B0L) = 0. On
peut donc choisir L assez grand pour que pour tout m > 0,
P0(Bm \ BmL ) 6 ǫ. (3.2)
La variable P0,ω(A) est mesurable par rapport a` la tribu σ(ωx, x 6 i − 1) tandis
que pour m > L + i, la variable P0,ω(BmL ) est mesurable par rapport a` la tribu
σ(ωx, x > i). Le caracte`re i.i.d. de l’environnement justifie donc le calcul suivant :
lim
m→∞
P0(A ∩ BmL ) = lim
m→∞
P(P0,ω(A)P0,ω(BmL ))
= P(P0,ω(A))P(P0,ω(BmL ))
= P0(A)P0(B0L).
En utilisant (3.2), on obtient,
| lim
m→∞
P0(A ∩ Bm)− P0(A)P0(B0)| < 2ǫ.
et on a prouve´ (3.1).

En utilisant le the´ore`me ergodique, on va pouvoir de´duire de la proposition
pre´ce´dente une loi des grands nombres. Pour obtenir une expression explicite de
la vitesse, on doit cependant calculer E0(∆1). On se limite au cas d’une marche
transiente vers la droite, ce qui est suffisant pour re´pondre aux questions formule´es
dans la Section 1.2.
Proposition 3.4. On suppose la marche transiente vers la droite, on a alors,
(1) E(ρ0) < 1⇒ E(∆1) =
E(
λ0
ω0
)
1−E(ρ0) ∈ (0,+∞],
(2) E(ρ0) > 1⇒ E(∆1) = +∞.
Demonstration de la Proposition 3.4. On de´compose le temps ∆1 selon
la valeur du premier saut de (Yt)t > 0 :
∆1 = S11X1=1 + 1X1=−1(S1 + (R0 − S1) + ∆′1), (3.3)
ou` R0 de´signe le temps de retour en 0, R0 := inf{t > S1, Yt = 0} et ∆′1 := T1 − R0
est le temps d’atteinte de 1 apre`s R0. On prend maintenant l’espe´rance quenched
dans (3.3) et, en utilisant la proprie´te´ de Markov forte aux temps S1 et R0 (qui sont
finis P0,ω − p.s.), on obtient,
E0,ω(∆1) = λ0ω0 + (1− ω0)(λ0 + E0,θ−1ω(∆1) + E0,ω(∆1)).
Si E0,ω(∆1) <∞ on peut re´e´crire l’e´quation pre´ce´dente,
E0,ω(∆1) =
λ0
ω0
+ ρ0E0,θ−1ω(∆1), (3.4)
et on e´tend cette e´galite´ au cas E0,ω(∆1) = +∞ en remarquant que E0,ω(∆1) = +∞
implique E0,θ−1ω(∆1) = +∞. Par re´currence, on obtient pour tout entier m positif,
E0,ω(∆1) =
λ0
ω0
+ ρ0
λ−1
ω−1
+ · · ·+ ρ0 · · · ρ−m+1 λ−m
ω−m
+ ρ0 · · · ρ−mE0,θ−m−1ω(∆1).
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Prenons maintenant l’espe´rance sur le milieu dans l’e´galite´ pre´ce´dente et utilisons
l’inde´pendance de l’environnement, on conclut alors dans le cas 2. Pour le cas 1, on
obtient uniquement l’ine´galite´ suivante :
E0(∆1) >
E( λ0
ω0
)
1− E(ρ0) .
Pour obtenir l’ine´galite´ inverse, on fixe un re´el M positif et on multiplie les deux
membres de (3.3) par 1{∆1<M}. On note maintenant que {∆1 < M} ⊂ {R0 < M}
et {∆1 < M} ⊂ {∆′1 < M} et en prenant de nouveau l’espe´rance quenched,
E0,ω(∆11{∆1<M}) 6 λ0 + (1− ω0)(λ0 + E0,θ−1ω(∆11{∆1<M}) + E0,ω(∆11{∆1<M})).
Par re´currence on obtient une ine´galite´ semblable a` (3.4). On peut de nouveau
prendre l’espe´rance annealed pour obtenir pour tout entier m positif,
E0(∆11{∆1<M}) 6
E( λ0
ω0
)
1− E(ρ0) +ME(ρ0)
m+1
On obtient donc E0(∆11{∆1<M}) 6
E(
λ0
ω0
)
1−E(ρ0) puis par le the´ore`me de convergence
monotone E0(∆1) 6
E(
λ0
ω0
)
1−E(ρ0) , ce qui ache`ve la preuve. 
On peut maintenant e´noncer la loi des grands nombres pour les MAMA en temps
continu.
The´ore`me 3.1. Si (Yt)t > 0 est transiente vers la droite (cas (i) de la Proposition
3.2), alors,
lim
t→+∞
Yt
t
=
{
0 si E(ρ0) > 1
1−E(ρ0)
E(λ0/ω0)
si E(ρ0) < 1
P0 − p.s.
En notant v˜ la vitesse du squelette, on a e´galement,
lim
t→+∞
Yt
t
= v˜ × E(1/ω0)
E(λ0/ω0)
, P0 − p.s.,
avec la convention 0×∞ = 0.
Preuve du The´ore`me 3.1. Pour tout temps t > 0, on de´finit l’entier kt,
maximum atteint par (Yt)t > 0 au temps t, c’est-a`-dire kt := max{Yt, t > 0}. On
a donc pour tout t > 0 :
Tkt 6 t < Tkt+1. (3.5)
On note e´galement, pour tout n > 1,
Hn = max{n− Yt, Tn 6 t < Tn+1}.
On a donc pour tout t > 0,
kt −Hkt
t
6
Yt
t
<
kt + 1
t
. (3.6)
Par ailleurs le the´ore`me ergodique et la Proposition (3.3) entraˆınent
lim
n→+∞
Tn
n
= E0(∆1), P0 − p.s.,
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et on de´duit aise´ment de (3.5) que
lim
t→+∞
kt
t
=
1
E0(∆1)
, P0 − p.s.
Pour controˆler (Hn)n > 0, nous utilisons le lemme suivant.
Lemme 3.1. Dans le cas (i) de la Proposition 3.2, on a
lim
n→∞
Hn
n
= 0, P0 − p.s.
Preuve du Lemme 3.1. Il est clair que pour tout n > 1,
Hn = max{n−Xi, T˜n 6 i < T˜n+1}.
La MAMA en temps discret (Xn)n > est, par hypothe`se, transiente vers la droite et
on peut donc construire la structure de renouvellement introduite dans le Chapitre 1.
On rappelle que les temps de renouvellement sont note´s (τk)k > 1. Par ailleurs, le
Lemme 1.1 p. 30 nous assure que,
E˜0(Xτ2 −Xτ1) <∞.
Les variables (Xτn+1 −Xτn)n > 1 sont donc i.i.d. d’espe´rance finie, et on en de´duit
lim
n→∞
Xτn+1 −Xτn
n
= 0, P˜0 − p.s. (3.7)
De´finissons maintenant pour tout n > 0, la variable αn par,
αn =
{
0 si Xτ1 > n
k si Xτk 6 n < Xτk+1
On remarque en particulier que αn 6 n, n ∈ N et limn→∞ αn = +∞, P˜0 − p.s. La
de´finition des temps de renouvellement nous assure que, P0-p.s., pour tout n > Xτ1 ,
Hn 6 Xταn+1 −Xταn , P˜0 − p.s.
et donc
Hn
n
6
Xταn+1 −Xταn
αn
, P˜0 − p.s.
On conclut en utilisant (3.7) et le fait que τ1 est fini P˜0-p.s. 
On de´duit aise´ment de ce lemme que
lim
t→∞
Hkt
t
= 0, P0 − p.s.,
ce qui nous permet, en utilisant (3.6), d’achever la preuve du The´ore`me 3.1. 
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2.3. E´tude de la vitesse. On va maintenant essayer de re´pondre aux diffe´rentes
questions pose´es dans la Section 1.2 dans le cas pre´cis de la dimension 1. D’apre`s
le The´ore`me 3.1, le cas E(ρ0) > 1 est sans inte´reˆt puisque la vitesse de la marche
est nulle quelque soit le couplage. Observons maintenant l’expression de la vitesse
donne´e par le meˆme the´ore`me dans le cas E(ρ0) < 1. On remarque qu’une partie de
cette expression ne de´pend que des marginales tandis que la partie E( λ0
ω0
) de´pend
re´ellement du couplage. Le proble`me de la maximisation ou de la minimisation de la
vitesse est e´videmment tre`s proche d’un proble`me de transport optimal, rappelons
brie`vement de quoi il s’agit sous forme d’une remarque.
Remarque (Transport optimal). Nous ne donnons ici que l’e´nonce´ du proble`me
originel de transport optimal. Il faut signaler que ce domaine a connu des de´velop-
pements re´cents conside´rables, le lecteur inte´resse´ trouvera les bases de cette the´orie,
et bien plus, dans [74].
Conside´rons deux espaces probabilise´s (X,F , µ) et (Y,G, ν). On rappelle que l’on
note Π(µ, ν) l’ensemble des couplage de µ et ν, c’est-a`-dire l’ensemble des probabilite´s
π sur X × Y tel que,
π(A× Y ) = µ(A), π(X ×B) = ν(B),
pour tout A ∈ F et B ∈ G. On conside`re maintenant une fonction c mesurable
positive sur X × Y que l’on appelle fonction de couˆt. Le proble`me de transport
optimal de Kantorovitch est le calcul de :
inf
π∈Π(µ,ν)
∫
X,Y
c(x, y)dπ(x, y).
On cherche e´galement e´ventuellement les couplages permettant d’atteindre cet infi-
mum que l’on appelle couplages optimaux.
Revenons maintenant au proble`me de la vitesse dans le mode`le en temps continu.
Evidemment le roˆle de µ et ν est joue´ par P1 et P2. Pour le proble`me de minimisa-
tion, on peut conside´rer la fonction de couˆt c de´finie pour tout (λ,ω) par,
c(λ,ω) =
λ
ω
. (3.8)
Pour la maximisation, on peut facilement ve´rifier que les minimiseurs co¨ıncident
avec les couplages optimaux du proble`me avec fonction de couˆt c′,
c′(λ,ω) = |λ− 1
ω
|2
La fonction de couˆt c′ est connue en the´orie du transport sous le nom de fonction
de couˆt quadratique.
Notre proble`me e´tant cependant relativement simple, nous n’allons pas utiliser
les outils de la the´orie du transport. Rappelons les proble`mes que l’on souhaite
re´soudre, il s’agit de trouver les valeurs de :
sup
P∈Π(P1,P2)
E(c(ω, λ)) et inf
P∈Π(P1,P2)
E(c(ω, λ)),
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ou` c est de´fini par (3.8). On cherche e´galement a` savoir si ces extrema sont atteints
et, si c’est le cas, a` caracte´riser les, ou des, couplages permettant de les atteindre.
Le lemme suivant nous fournit des bornes satisfaisantes (c’est-a`-dire atteintes). Il
est, semble-t-il, duˆ a` Hoeffding et on le trouvera e´nonce´ et de´montre´ au de´but du
chapitre 3 de [52].
Lemme 3.2. Soit (Ω,A, P ) un espace probabilise´ et (X, Y ) un couple de variables
ale´atoires positives. On appelle F (resp. G) la fonction de re´partition de X (resp.
Y ). On a alors :∫ 1
0
F−1(u)G−1(1− u)du 6 E(XY ) 6
∫ 1
0
F−1(u)G−1(u)du
Par ailleurs, ces bornes sont atteintes puisque si U de´signe une variable uniforme
sur [0, 1], il est clair que les variables (F−1(U), G−1(U)) et (F−1(U), G−1(1−U)) ont
des lois appartenant a` Π(P1,P2). Remarquons enfin que le couplage correspondant
a` l’ine´galite´ de droite est connu sous le nom de couplage monotone, car il consiste
a` ✭✭ associer les petites valeurs de la premie`re marginale aux petites valeurs de la
seconde et a` proce´der de meˆme pour les grandes ✮✮. Le couplage qui permet de
minimiser l’espe´rance adopte au contraire la strate´gie inverse qui consiste a` associer
les petites valeurs de la premie`re marginale aux grandes valeurs de la seconde, et on
l’appellera donc couplage de´croissant. Afin d’e´noncer de fac¸on simple le the´ore`me
sur les vitesses maximale et minimale, on introduit les notations suivantes : F1
de´signera la fonction de re´partition de 1
ω
sous P1 et F2 de´signera celle de P2. Pour
tout P ∈ Π(P1,P2) on notera e´galement
vP = lim
t→∞
Yt
t
, P0 − p.s.
The´ore`me 3.2. Soit P1 tel que (Xn)n > 0 soit transiente vers la droite (cas (i)
de la Proposition 3.2) et P2 satisfaisant (H3.4).
– Si EP1(ρ0) > 1, alors pour tout P ∈ Π(P1,P2),
vP = 0.
– Si EP1(ρ0) < 1, alors pour tout P ∈ Π(P1,P2),
vmin :=
1− EP1(ρ0)∫ 1
0
F−11 (u)F
−1
2 (u)du
6 vP 6 vmax :=
1− EP1(ρ0)∫ 1
0
F−11 (u)F
−1
2 (1− u)du
.
De plus vmin est atteint par le couplage monotone et vmax par le couplage
de´croissant.
Preuve du the´ore`me 3.2. La preuve de´coule du The´ore`me 3.1 ainsi que du
Lemme 3.2. 
On peut facilement interpre´ter le re´sultats du the´ore`me pre´ce´dent. Pour obtenir
une vitesse minimale, il s’agit de ralentir au maximum la marche sur les sites qui
repre´sentent les plus grands obstacles, c’est-a`-dire ceux ou` la marche discre`te va
passer le plus de temps. L’intuition serait donc d’associer les plus grands temps de
saut aux sites qui se situent au fond des valle´es du potentiel. Cette strate´gie ne
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peut e´videmment pas s’appliquer lorsque l’environnement est i.i.d. et il faut ici se
contenter d’obstacles ✭✭ de taille 1 ✮✮ c’est-a`-dire associer les grands temps de saut aux
sites dont la transition vers la droite est la plus faible.
On s’inte´resse maintenant a` l’autre question pose´e dans l’introduction de ce
chapitre. Le the´ore`me suivant caracte´rise la classe des MAMA en dimension 1 pou-
vant eˆtre arreˆte´es.
The´ore`me 3.3. Une marche balistique en temps discret avec environnement P1
peut eˆtre arreˆte´e si et seulement si P1 ne ve´rifie pas l’hypothe`se d’uniforme ellipticite´
(H3.3).
Preuve de la proposition 3.3. On peut montrer ce re´sultat en s’appuyant
sur le The´ore`me 3.2 mais on va plutoˆt utiliser le lemme suivant :
Lemme 3.3. Soit (Ω,A, P ) un espace probabilise´ et X une variable ale´atoire
positive, il y a e´quivalence entre
(1) ∃M < +∞ tel que X 6M, p.s.
(2) Pour toute variable ale´atoire Y positive, E(Y ) < +∞⇒ E(XY ) < +∞.
Preuve du lemme 3.3. Le sens direct est imme´diat. Nous allons montrer la
contrapose´e de la re´ciproque. On se donne X ne ve´rifiant pas la condition (1) et
on de´finit par re´currence la suite (φ(n))n > 0 par φ(0) = 0 et pour tout n > 0,
φ(n + 1) = inf{k > φ(n) + 1, P (X ∈ [φ(i), k]) > 0}. On remarque en particulier
que si X ne ve´rifie pas (1) alors pour tout n > 0, n 6 φ(n) < +∞. On conside`re
maintenant
Y =
∑
n > 1
1
P (X ∈ [φ(i), φ(i+ 1)))
1
n2
1{X∈[φ(i),φ(i+1))},
et on ve´rifie que E[Y ] < +∞ et E[XY ] > ∑n > 1 1n2φ(n) = +∞. 
La preuve du The´ore`me 3.3 de´coule maintenant du The´ore`me 3.1 ainsi que du
Lemme 3.3. 
3. Le cas multidimensionnel
Cette partie est consacre´e aux dimensions d > 2. Malheureusement, comme pour
le mode`le en temps discret, nous allons obtenir moins de re´sultats que pour la dimen-
sion 1. Comme pour le cas unidimensionnel, les proble`mes de transience, re´currence
et transience directionnelle sont sans inte´reˆt au regard de la Proposition 3.1. Rap-
pelons e´galement que nous ne disposons pas de crite`res pour caracte´riser la transience
et la re´currence pour les dimensions supe´rieures a` 2 dans le mode`le en temps discret
(et nous n’en aurons donc pas ici non plus).
Pour essayer de re´pondre aux meˆmes questions que dans la partie unidimension-
nelle, nous allons utiliser la structure de renouvellement que nous avons de´crite au
Chapitre 1. On va supposer que sous P˜0, (Xn)n > 0 admet un comportement balis-
tique et on note v˜ ∈ Rd \ {0} sa vitesse. On fixe maintenant e ∈ Zd avec |e| = 1
et e · v > 0. On conside`re la structure de renouvellement classique dans la direction
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e et on note τ˜k le k-e`me temps renouvellement. On ve´rifie en utilisant le lemme de
Zerner (Lemme 1.1 p. 30) que E˜0(τ˜1|D =∞) <∞ et on a donc,
v˜ =
E˜0(Xeτ1|D =∞)
E˜0(τ˜1|D =∞)
.
On introduit maintenant la structure de renouvellement pour la marche en temps
continu toujours dans la direction e. Pour tout k > 1, on de´finit le k-e`me temps
renouvellement τk de la marche en temps continu par
τk = Seτk .
Cette structure nous permet d’e´noncer une loi des grands nombres pour (Yt)t > 0 en
utilisant le meˆme raisonnement qu’en temps discret,
lim
t→+∞
Yt
t
=
E0(Yτ1|D =∞)
E0(τ1|D =∞) := vP P0 − p.s. (3.9)
Remarque. Dans cette partie, on utilise la notation D aussi bien pour les tra-
jectoires en temps discret que pour les trajectoires en temps continu.
On notera que rien n’assure que le de´nominateur de (3.9) est fini et la vitesse
peut donc eˆtre nulle. On remarque e´galement que l’on peut re´e´crire le nume´rateur
en fonction du squelette uniquement,
E0(Yτ1|D =∞) = E˜0(Xeτ1|D =∞),
et cette quantite´ ne de´pend donc que de la premie`re marginale de l’environnement.
Pour e´tudier les possibles variations de la vitesse, on va donc s’inte´resser au de´nomi-
nateur de (3.9). Plus pre´cise´ment, on essaie, comme dans le cas unidimensionnel de
se ramener a` un proble`me de transport optimal que l’on sait re´soudre. Pour rendre
l’e´criture du calcul plus lisible, on notera X¯ la partie de la trajectoire de (Xn)n > 0
comprise entre 0 et le premier temps de renouvellement discret τ˜1,
X¯ := (Xi)0 6 i 6 eτ1 .
Le support de X¯ sous P˜0(·|D = ∞) sera note´ Γ. Intuitivement, les trajectoires
de Γ sont donc les parties de trajectoires se´parant deux temps de renouvellement.
A tout site x ∈ Zd et toute trajectoire γ ∈ Γ, on associe le vecteur α(x, γ) dans
N2d dont la i-e`me composante repre´sente le nombre de passage de la trajectoire
γ le long de l’arreˆte (x, x + ei) (le vecteur est indexe´ de −d a` −1 puis de 1 a` d
et on fait la convention e−i := −ei). Enfin pour tout vecteur α de N2d, on note
α¯ =
∑d
i=1(αi + α−i), on remarquera en particulier que α(x, γ) est le nombre de
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passage de la trajectoire γ au site x. On a P− p.s.,
E0,ω(τ1, D =∞) =
∫
{D=∞}
Seτ1 dP0,ω =
∫
{D=∞}
eτ1∑
i=0
λXiǫi dP˜0,ω ⊗ dQ
=
∫
{D=∞}
eτ1∑
i=0
λXi dP˜0,ω
=
∑
γ∈Γ
P˜0,ω(X¯ = γ)
∑
x∈γ
α(x, γ)λx.
On inte`gre maintenant par rapport a` l’environnement,
E0(τ1, D =∞) = E
(∑
γ∈Γ
P˜0,ω(X¯ = γ)
∑
x∈γ
α(x, γ)λx
)
=
∑
γ∈Γ
∑
x∈γ
α(x, γ)E
(
P˜0,ω(X¯ = γ)λx
)
.
On adoptera, a` partir de maintenant, pour ω ∈ S2d−1 et α ∈ N2d, la notation
ω
α =
d∏
i=1
ω(ei)
αiω(−ei)α−i .
Le caracte`re i.i.d. de l’environnement associe´ au caracte`re markovien de la loi quenched
assurent que pour γ ∈ Γ et x ∈ Zd :
E
(
P˜0,ω(X¯ = γ)λx
)
=
E
(
ω
α(x,γ)
x λx
)
E
(
ω
α(x,γ)
x
) P˜0(X¯ = γ).
On obtient donc
E0(τ1, D =∞) =
∑
γ∈Γ
∑
x∈γ
α(x, γ)
E
(
ω
α(x,γ)
x λx
)
E
(
ω
α(x,γ)
x
) P˜0(X¯ = γ).
Pour tout vecteur α ∈ N2d et toute trajectoire γ ∈ Γ, on notera
φ(α, γ) =
∑
x∈γ
1{α(x,γ)=α},
le nombre de site ✭✭ de type α ✮✮ dans la trajectoire γ. Poursuivons le calcul,
E0(τ1, D =∞) =
∑
γ∈Γ
∑
x∈γ
∑
α∈N2d
α¯1{α(x,γ)=α}
E (ωα0 λ0)
E (ωα0 )
P˜0(X¯ = γ)
=
∑
α∈N2d
α¯
E (ωα0 λ0)
E (ωα0 )
∑
γ∈Γ
P˜0(X¯ = γ)φ(α, γ)
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On en de´duit donc
E0(τ1|D =∞) =
∑
α∈N2d
α¯
E (ωα0 λ0)
E (ωα0 )
E˜0(φ(α, X¯)|D =∞).
On peut ici remarquer que le couplage inde´pendant P := P1⊗P2 donne, sans surprise,
E0(τ1|D =∞) = E˜0(τ˜1|D =∞)EP2(λ0),
et on en de´duit la vitesse,
vP1⊗P2 =
v˜
EP2(λ0)
,
comme c’e´tait de´ja` le cas pour la dimension 1. Pour poursuivre le calcul dans le
cas d’un couplage quelconque, on peut faire apparaˆıtre un produit de fonctions de
chacune des deux marginales comme dans le cas unidimensionnel.
E0(τ1|D =∞) = E
(
[
∑
α∈N2d
α¯E˜0(φ(α, X¯)|D =∞) ω
α
0
E (ωα0 )
]× λ0
)
(3.10)
On introduit donc la fonction Φ(ω) de´finie pour tout e´le´ment ω du simplexe par :
Φ(ω) =
∑
α∈N2d
α¯E˜0(φ(α, γ)|D =∞) ω
α
E (ωα)
.
On notera que cette fonction de´pend de la premie`re marginale de l’environnement,
contrairement au cas unidimensionnel ou` la fonction des transitions apparaissant
dans le produit e´tait inde´pendante de la loi P1. Ce n’est pas surprenant : pour
une marche unidimensionnelle transiente vers la droite, les sites ou` la marche passe
le plus sont ceux avec ω petit mais pour une marche multidimensionnelle, il est
ne´cessaire de connaˆıtre la loi P1 pour de´terminer les sites les plus fre´quente´s. On
peut maintenant donner la vitesse de (Yt)t > 0.
The´ore`me 3.4. Soit P1 tel que (Xn)n∈N soit balistique sous P˜0 et P2 satisfaisant
(H3.4). On a alors pour tout P appartenant a` Π(P1,P2)
vP = v˜ × E(Φ(ω))
E(Φ(ω)λ0)
Apre`s avoir remarque´ que E(Φ) = E˜0(τ˜1|D = ∞), la preuve de´coule de (3.10)
et de (3.9). On pourra comparer l’expression de la vitesse au cas unidimensionnel
(voir The´ore`me 3.1). Le Lemme 3.2 fournit les bornes the´oriques optimales pour
les vitesses maximum et minimum en temps continu. On note F1 la fonction de
re´partition de la probabilite´ image de P1 par Φ et F2 la fonction de re´partition de
P2.
The´ore`me 3.5. Soit P1 tel que (Xn)n∈N soit balistique sous P˜0 et P2 satisfaisant
(H3.4). On a alors pour tout P appartenant a` Π(P1,P2)
vmin :=
E˜0(Xeτ1|D =∞)∫ 1
0
F−11 (u)F
−1
2 (u)du
6 vP 6 vmax :=
E˜0(Xeτ1 |D =∞)∫ 1
0
F−11 (u)F
−1
2 (1− u)du
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Ces bornes ne sont pas calculables explicitement car elles de´pendent de la struc-
ture de renouvellement et de la fonction Φ. Il faut e´galement admettre que l’on a
perdu la description des couplages permettant d’atteindre les bornes du The´ore`me
3.5 car la fonction Φ ne pre´sente pas de monotonie e´vidente. Ces bornes sont cepen-
dant optimales.
Enfin, cette formulation du proble`me n’aura pas permis d’avancer sur la question
des marches arreˆte´es car nous n’avons pas trouve´ de caracte´risation sur les lois P1
ve´rifiant ✭✭ Φ(ω) est borne´ P1 − p.s. ✮✮.
CHAPITRE 4
Percolation et MAMA
Dans ce chapitre nous pre´sentons quelques mode`les de MAMA ou` le milieu (non
i.i.d.) est construit a` partir d’une percolation dans Zd. Apre`s les rappels essentiels
sur la percolation permettant surtout de fixer les notations, nous nous inte´resserons
a` la marche sur le cluster infini avec ou sans drift. Nous pre´senterons ensuite une
marche attire´e par les clusters d’une percolation sous-critique (introduite dans [51]).
Enfin, on e´noncera et prouvera un principe d’invariance annealed pour ce mode`le.
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Ce chapitre est entie`rement re´dige´ en franc¸ais. A l’exception du principe d’in-
variance (The´ore`me 4.8), il ne contient pas de re´sultats originaux.
1. Percolation
Nous avons jusqu’a` maintenant e´tudie´ des mode`les ou` l’environnement e´tait i.i.d.
Nous allons dans ce chapitre nous inte´resser a` des mode`les ou` l’environnement est
fourni par une percolation de sites ou d’areˆtes dans Zd. Cette premie`re section est
consacre´e a` l’expose´ de quelques notions de percolation. L’objectif est surtout d’in-
troduire les notations que l’on utilisera par la suite dans la description des diffe´rents
mode`les ainsi que les outils qui nous permettront de les e´tudier. Tous les re´sultats
pre´sente´s sont tire´s de l’ouvrage de re´fe´rence de Geoffrey Grimmett, Percolation,
[36]. Les deux mode`les (percolation de sites ou d’areˆtes) sont en fait tre`s proches,
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nous allons donc pre´senter les deux mode`les puis une se´rie de the´ore`mes valables
dans les deux cas.
1.1. Percolation de sites. On se place dans Zd et on se donne p ∈ [0, 1].
Nous allons associer a` chaque site x ∈ Zd, inde´pendamment de tous les autres sites,
la valeur 1 avec probabilite´ p (on dira que le site est ouvert) et la valeur 0 avec
probabilite´ 1 − p (et on dira du site qu’il est ferme´). Plus formellement, on note
Ω l’espace {0, 1}⊗Zd et on le munit de la tribu produit canonique F . On de´finit
maintenant la loi Pp, mesure produit sur (Ω,F) telle que chaque marginale suive
une loi de Bernoulli de parame`tre p (que l’on note Ber(p)). On a donc,
Pp = Ber(p)
⊗Zd .
Deux sites x et y sont dit voisins si |x−y| = 1. E´tant donne´ une configuraton ω ∈ Ω,
on dira que deux sites x et y sont relie´s s’il existe un chemin de sites ouverts partant
de x et arrivant en y. L’ensemble des sites relie´s a` un site x, s’appelle le cluster de
x et sera note´ Cx. Conside´rons maintenant ω une variable de loi Pp (par exemple le
processus canonique sur (Ω,F ,Pp)). La the´orie de la percolation a pour objet l’e´tude
ge´ome´trique de cette variable et notamment des clusters.
1.2. Percolation d’areˆtes. Pour la percolation d’areˆtes, les variables de Ber-
noulli ne sont plus associe´es aux sites de Zd mais aux arreˆtes de Ad, ensemble des
areˆtes joignant deux sites voisins de Zd. Cette fois Ω = {0, 1}Ad et on munit aussi
cet espace de sa tribu produit canonique F . On de´finit, comme pour la percolation
de sites, la loi Pp, mesure produit sur (Ω,F) et on utilise la meˆme terminologie que
pour la percolation de sites. Pour une configuration ω ∈ Ω, une areˆte a ∈ Ad sera
dite ouverte si ω(a) = 1 et ferme´e si ω(a) = 0. On dira que deux sites x et y sont
relie´s s’il existe un chemin d’areˆtes ouvertes partant de x et arrivant en y. On de´finit
la notion de cluster comme pour la percolation de sites et on se donne e´galement
une variable ω de loi Pp.
Remarque 4.1. Nous n’avons pas distingue´ les notations entre les deux mode`les
afin de pouvoir e´noncer de fac¸on simple les re´sultats communs. Pour les mode`les de
MAMA que nous allons pre´senter par la suite, nous construirons l’environnement
a` partir d’une des deux percolation seulement, et il n’y aura donc pas de risque de
confusion.
1.3. Quelques re´sultats. Les the´ore`mes que nous donnons dans cette section
sont valables pour la percolation de sites comme d’areˆtes, seules les constantes et
valeurs critiques peuvent varier et nous ne pre´ciserons pas cette de´pendance dans les
notations. Le re´sultat fondamental de la the´orie de la percolation e´tablit l’existence
de deux phases selon la valeur de p (The´ore`me 1.10 p. 14 de [36])
The´ore`me 4.1. Pour tout d > 2, il existe 0 < pc(d) < 1 tel que,
(1) Pour 0 6 p < pc, Pp − p.s. tous les clusters de ω sont finis ;
(2) Pour pc < p 6 1, Pp − p.s., ω a un cluster infini.
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Dans le cas 1 du The´ore`me 4.1, on parle de percolation (ou phase) sur-critique
tandis que dans le cas 2, on parle de percolation sous-critique. Nous donnons main-
tenant deux the´ore`mes permettant de de´crire chacune des deux phases.
Le the´ore`me 8.1 p. 198 de [36] assure l’unicite´ du cluster dans le cas d’une percola-
tion sur-critique.
The´ore`me 4.2. Si p > pc(d), alors Pp − p.s., ω a un unique cluster infini.
Inte´ressons-nous maintenant a` la phase sous-critique. Notons |Cx| la taille du
cluster de x. Le the´ore`me 6.78 p. 132 de [36], duˆ a` Menshikov, nous assure la
de´croissance exponentielle de la queue de distribution de la taille du cluster de 0 (et
donc de tout cluster).
The´ore`me 4.3. Si p < pc(d), il existe ξ(p, d) > 0 tel que,
lim
n→+∞
1
n
lnPp(|C0| > n) = −ξ(p, d). (4.1)
Nous allons maintenant utiliser la percolation pour construire diffe´rents milieux
ale´atoires dont les transitions ne sont pas inde´pendantes.
2. Marcher sur le cluster infini
Dans cette partie, nous allons utiliser la percolation d’areˆtes sur-critique sur
Zd (d > 2). Nous avons vu dans la partie pre´ce´dente que, pour p > pc, il existe
Pp−p.s. un unique cluster infini. De nombreux travaux ont e´te´ consacre´s aux marches
ale´atoires sur cette composante infinie. Le but de cette partie est de rappeler quelques
re´sultats sans donner les de´monstrations.
L’un des re´sultats e´le´mentaires de la the´orie de la percolation (voir [36]) nous assure
que pour p > pc,
Pp(|C0| = +∞) > 0,
nous pouvons donc conditionner la mesure de percolation a` ce que 0 appartienne a`
la composante infinie,
P0p = Pp(·|{|C0| = +∞}).
Pour une configuration ω ∈ Ω tel que |C0| = +∞, nous noterons Pω la marche
simple sur C0, c’est-a`-dire la chaˆıne de Markov partant de 0 et choisissant a` chaque
pas l’un des sites voisins dans C0,
Pω(Xn+1 = x+ e|Xn = e) = ω({x, x+ e})∑
|e′|=1 ω({x, x+ e′})
ou` la transition est bien de´finie car tout site x ∈ C0 a au moins une areˆte adjacente
ouverte. On de´finit e´galement la marche annealed
P = P0p × Pω.
Nous allons voir que la marche sur le cluster infini se comporte en fait, au regard de
nombreuses proprie´te´s, comme la marche sur Zd.
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2.1. Des points communs avec la marche simple sur Zd.
(1) Re´currence-Transience
On peut montrer sans difficulte´ en utilisant l’analogie entre chaˆınes de
Markov re´versibles et les re´seaux e´lectriques que la marche sur l’amas infini
est re´currente en dimension 2 (et en dimension 1 aussi bien suˆr). On pourra
se re´fe´rer par exemple au livre de Doyle et Snell, [28]. La question de la
transience en dimension d > 3, autrement plus difficile, a e´te´ re´solue par
Grimmett, Kesten et Zhang dans [35].
The´ore`me 4.4 (Grimmett-Kesten-Zhang-1992). Si d > 3 et p > pc(d),
alors P0p-p.s., Pω est transiente.
Il est par ailleurs clair que le conditionnement ne joue ici aucun roˆle,
le the´ore`me e´nonce´ dans [35] est d’ailleurs formule´ sans cette contrainte.
Signalons e´galement une autre preuve de ce re´sultat donne´e par Benjamini,
Pemantle et Peres que l’on trouvera dans le Chapitre 11 de [50].
(2) Principe d’invariance
Le principe d’invariance annealed est montre´ dans [26]. Ce re´sultat a e´te´
re´cemment conside´rablement ame´liore´. En effet le principe d’invariance
quenched a e´te´ montre´, tre`s re´cemment, par diffe´rents auteurs, Berger et
Biskup [9], Sidoravivius et Sznitman (pour d > 4) [61] et Mathieu et Piat-
nitzki [45].
The´ore`me 4.5. P0p-presque suˆrement, sous Pω le processus
Xǫt = ǫ
1/2X t
ǫ
, t ∈ R+,
converge en loi vers un mouvement brownien avec matrice de variance σ2I,
ou` σ2 est non nul et de´terministe.
Signalons e´galement le principe d’invariance tre`s ge´ne´ral pour des marches
ale´atoires dans un milieu forme´ de conductances ale´atoires prouve´ re´cemment
par Pierre Mathieu dans [44].
(3) Nombre de points visite´s
Le nombre de points visite´s a` un temps n ∈ N par la marche sur le cluster
infini a e´te´ e´tudie´ par Cle´ment Rau dans [57]. Il retrouve de nouveau des
re´sultats comparables a` ceux connus dans Zd que nous n’e´noncerons pas.
2.2. Une exception : la marche drifte´e. Nous allons maintenant nous inte´-
resser a` un cas ou` la marche a un comportement tre`s diffe´rent sur l’amas infini et sur
Zd. Le mode`le de la marche anisotropique sur l’amas a e´te´ traite´ par Sznitman dans
[68] et, se´pare´ment, par Berger, Gantert et Peres dans [10]. Nous allons pre´senter
ce mode`le en utilisant les notations de Sznitman. On fixe donc la direction ℓˆ ∈ Sd−1
privile´gie´e par la marche, la force du biais sera parame´tre´e par λ > 0, on notera
ℓ = λℓˆ. On de´finit pour tout ω ∈ Ω tel que |C0| = +∞, la chaˆıne de Markov Pω
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partant de 0 et dont les transitions sont donne´es pour tout x ∈ C0 et e ∈ Zd avec
|e| = 1 par :
Pω(Xn+1 = x+ e|Xn = x) = e
ℓ·e
nω(x)
ω({x, x+ e}),
ou`
nω(x) :=
∑
|e|=1
eℓ·eω({x, x+ e}).
De´finissons e´galement la loi annealed,
P = P0p × Pω.
Dans [68] et [10], les auteurs e´tablissent la transience directionnelle (voir le Chapi-
tre 1 pour une de´finition) et mettent en e´vidence l’existence de deux re´gimes selon
la valeur de λ. Pour les valeurs faibles de λ, la marche satisfait une loi des grands
nombres balistique, tandis que pour les valeurs fortes, la marche a un comportement
sous-balistique.
The´ore`me 4.6 (Sznitman-2003 ; Berger-Gantert-Peres-2003). Il existe λ0 et λ1
tel que 0 < λ0 6 λ1 et
(1) pour λ0 < λ, on a
lim
n→+∞
Xn
n
= v, P − p.s.,
avec v · ℓ > 0 ;
(2) pour λ1 < λ, on a
lim
n→+∞
Xn
nλ1/λ
= 0, P − p.s.
La technique utilise´e dans [68] est une structure de renouvellement comparable
a` celle introduite dans [70] que nous avons de´crite dans le Chapitre 1. Notons cepen-
dant que les temps de renouvellement sont cette fois de´pendants de la trajectoire
mais aussi de l’environnement, alors que dans [70], ils ne de´pendaient que de la tra-
jectoire. Par ailleurs, aucun des deux articles n’a mis en e´vidence l’existence d’une
valeur critique se´parant les deux re´gimes. Il reste donc des valeurs du parame`tre
pour lesquelles le comportement de la marche est inconnu. De fac¸on heuristique, le
ralentissement apparaissant dans le cas sous-balistique du The´ore`me 4.6 est duˆ a` la
pre´sence de ✭✭ bras ferme´s dans la direction ℓ ✮✮ dans le cluster infini ou` la marche
reste pie´ge´e a` cause de la force du drift.
3. Une marche attire´e par les clusters
Si une tre`s large litte´rature dont nous n’avons donne´ qu’un aperc¸u dans la section
pre´ce´dente a e´te´ consacre´e aux marches sur le cluster infini d’une percolation sur-
critique, la phase sous-critique n’a pas remporte´e le meˆme succe`s. Nous allons ici
de´crire un mode`le introduit et e´tudie´ par Sergue¨ı Popov et Marina Vachkovska¨ıa
dans [51]. Dans ce mode`le, l’environnement est construit a` partir d’une percolation
de sites sous-critique, et les transitions sont de´finies de telle sorte que la marche
74 4. PERCOLATION ET MAMA
soit attire´e par les clusters, l’attraction e´tant d’autant plus forte que le cluster est
gros. La marche peut cependant se de´placer dans tout Zd contrairement aux mode`les
pre´ce´dents.
3.1. Mode`le et re´sultats. On conside`re donc une percolation de sites dans Zd
de loi Pp avec p < pc(d). On se donne e´galement un parame`tre β pour de´terminer la
force de l’attraction des clusters. Enfin, pour alle´ger les notations dans cette partie,
nous allons abandonner la notation |Cx| pour le cardinal du cluster d’un site x au
profit de la notation Cx qui ne nous fera pas de´faut car les clusters n’apparaˆıtront
dans le mode`le qu’a` travers leurs cardinaux.
Fixons une re´alisation ω ∈ Ω dont toutes les composantes sont finies. On peut de´finir
la chaˆıne de Markov en temps discret (Xn)n > 0 de loi Pω par les transitions,
pω(x, x+ e) =
eβCx+e∑
|e′=1| e
βCx+e′
, x ∈ Zd, e ∈ Zd, |e| = 1.
Le point de de´part de la chaˆıne sera de´terministe en 0,
Pω(X0 = 0) = 1,
ce qui justifie qu’il n’apparaisse pas en indice pour la notation de la loi. De nouveau
la loi Pω sera appele´e loi quenched et on de´finit la loi annealed P par,
P = Pp × Pω.
On remarque que la loi quenched est bien de´finie Pp-p.s car, d’apre`s le The´ore`me 4.1,
Pp-p.s., tous les clusters de ω sont finis et les transitions de Pω sont donc bien de´finies.
Il est par ailleurs clair que sous Pp les vecteurs de transitions de Pω ne forment pas
une famille i.i.d. Nous allons faire quelques remarques sur la loi quenched avant de
donner les re´sultats de Popov et Vachkovska¨ıa.
(1) Pp − p.s., pour tout x ∈ Zd et e ∈ Zd, |e| = 1 on a,
0 < pω(x, x+ e) < 1. (4.2)
La marche satisfait donc l’hypothe`se d’ellipticite´ stricte. On peut cependant
facilement ve´rifier qu’elle ne satisfait pas celle d’uniforme ellipticite´.
(2) La marche est attire´e par un cluster uniquement lorsqu’elle passe sur un
site appartenant a` sa frontie`re. L’attraction croit exponentiellement avec
β > 0.
(3) Pp− p.s., la marche est re´versible sous Pω et admet pour mesure re´versible,
µω de´finie pour tout x ∈ Zd par :
µω(x) = e
βCx
∑
|e|=1
eβCx+e .
(4) Comme toute chaˆıne de Markov re´versible, Pω peut eˆtre vu comme un
graphe ponde´re´. Pour tout ω ∈ Ω, on associe donc la collection de poids
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(cx,y(ω)){x,y}∈Ad appartenant a` (0,+∞)Ad (rappelons queAd de´signe l’ensem-
ble des arreˆtes entre sites voisins de Zd) ou` pour tout {x, y} ∈ Ad :
cx,y = e
βCx(ω)+βCy(ω)
= µω(x)pω(x, y)
= µω(y)pω(y, x).
Notons e´galement que
µω(x) =
∑
|e|=1
cx,x+e, x ∈ Zd.
Le principal re´sultat de [51] est le The´ore`me 1.1 p. 264. Les auteurs mettent en
e´vidence l’existence de deux re´gions selon la valeur de β. Pour β suffisamment grand,
la marche a un comportement sous-diffusif tandis que pour β petit, elle se comporte
de fac¸on diffusive (et donc, de ce point de vue, ignore l’environnement).
The´ore`me 4.7 (Popov-Vachkovska¨ıa-2005). Il existe des valeurs critiques β0(d)
et β1(d) tel que 0 6 β0 6 β1 < +∞ et
(1) Si β ∈ [0, β0) alors
lim
n→∞
ln(max0 6 k 6 n ‖Xk‖∞)
lnn
=
1
2
P − p.s.;
(2) Si β ∈ (β1,+∞) alors
lim
n→∞
ln(max0 6 k 6 n ‖Xk‖∞)
lnn
<
1
2
P − p.s.
Notons que le the´ore`me e´tablit l’existence de deux re´gions mais pas d’une valeur
critique, il n’est pas prouve´ que β0 = β1. Comme pour le mode`le de marche aniso-
tropique sur le cluster infini de´crit dans la Section 2.2, il existe donc des valeurs du
parame`tre pour lesquelles on ne connaˆıt pas le comportement de la marche.
3.2. The´ore`me central limite annealed. Dans cette partie, nous allons affiner
la description du re´gime sous-diffusif, au moins pour β suffisamant petit, en don-
nant un the´ore`me central limite annealed. De´finissons pour tout ǫ > 0, le processus
(Xǫt )t > 0 par,
Xǫt = ǫ
1/2X t
ǫ
, t > 0.
On choisit maintenant β suffisamment petit pour que
EPp(c0,e(ω)) <∞.
De´finissons la mesure de probabilite´ Q sur (Ω,F) par sa densite´,
dQ
dPp
(ω) = f(ω), (4.3)
avec
f(ω) =
1
Z
∑
|e|=1
c0,e(ω), ω ∈ Ω,
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et Z de´signant une constante de normalisation. Cette de´finition est ne´cessaire pour
e´noncer le principe d’invariance, nous la justifierons dans la de´monstration.
The´ore`me 4.8. Soit β > 0 tel que EPp(e
βC0+βC1) < +∞ alors sous Q × Pω, le
processus (Xǫt )t > 0 converge en loi vers un mouvement brownien de variance σ
2I,
avec σ2 > 0.
Remarque 4.2. L’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz nous assure que l’hypothe`se du
the´ore`me est satisfaite pour β < ξ/2 avec ξ de´fini par (4.1).
Ce the´ore`me peut eˆtre vu comme une application directe du the´ore`me 4.5 de [26],
nous allons ne´anmoins donner les e´tapes importantes de la strate´gie de´veloppe´e par
De Masi, Ferrari, Goldstein et Wick. L’outil principal pour obtenir ce re´sultat est
l’introduction de l’environnement vu depuis la particule. On appelle environ-
nement vu depuis la particule, le processus en temps discret (ω˜n)n > 0 a` valeur dans
Ω de´fini par,
ω˜n = T
Xnω, n > 0.
Intuitivement, ce processus repre´sente l’environnement vu par un observateur se
de´plac¸ant avec la marche. C’est un outil puissant qui permet de montrer la loi des
grands nombres ou des principes d’invariance annealed et quenched pour certains
mode`les. On trouvera des exemples d’utilisation dans [42], [53] ou encore [75]. Pour
d’autres re´fe´rences, nous renvoyons e´galement le lecteur a` [12]. L’un des inte´reˆts
majeurs du processus ✭✭ environnement vu depuis la particule ✮✮ est son caracte`re
Markovien sous la loi quenched mais surtout sous la loi annealed ; en contrepartie,
il faut noter que la chaˆıne est a` valeur dans l’espace des environnements Ω, non
de´nombrable, ce qui rend son e´tude difficile.
Proposition 4.1. Le processus (ω˜n)n > 0 est markovien sous Pω (pour ω ∈ Ω)
et sous P . Son noyau de transition R est identique dans les deux cas et il est de´fini
pour toutes fonctions f mesurables borne´es sur Ω par :
Rf(ω) =
∑
|e|=1
pω(0, e)f(Teω).
Notons e´galement que sous Pω, ω˜0 a pour loi δω tandis que sous P , ω˜0 a pour loi Pp.
Nous ne donnons pas la preuve de cette proposition e´le´mentaire (voir la Lecture 1
de [12]). L’outil principal pour e´tudier la chaˆıne (ω˜n)n > 0 est le the´ore`me montre´ par
Kozlov dans [43]. Avant d’e´noncer ce the´ore`me, rappelons que la marche satisfait
bien les hypothe`ses ne´cessaires :
(1) Sous Pp, les transitions satisfont l’hypothe`se d’ellipticite´ stricte (voir (4.2))
(2) Pp est ergodique et (T
x)x∈Zd invariant.
E´nonc¸ons maintenant le the´ore`me de Kozlov ([43])
The´ore`me 4.9 (Kozlov-1985). Supposons qu’il existe une probabilite´ Q inva-
riante pour (ω˜n)n > 0 et absolument continue par rapport a` Pp alors
(1) Les probabilite´s Q et Pp sont en fait e´quivalentes.
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(2) La chaˆıne de Markov (ω˜n)n > 0 avec distribution initiale Q est er-
godique.
(3) La seule probabilite´ satisfaisant les hypothe`ses du the´ore`me est Q.
(4) On a la loi des grands nombres suivantes :
lim
n→+∞
Xn
n
= EQ(EPω(X1)), P − p.s.
On trouvera la preuve de ce the´ore`me dans [43] ou une version plus re´cente dans
[12]. Pour e´tudier la chaˆıne (ω˜n)n > 0, il faut donc trouver une mesure invariante
absolument continue par rapport a` la mesure Pp et appliquer le the´ore`me de Kozlov.
Pour le mode`le de Popov et Vachkovska¨ıa, la probabilite´ Q, de´finie en (4.3) convient.
Proposition 4.2. La mesure Q est re´versible pour R et absolument continue
par rapport a` Pp.
Preuve de la Proposition 4.2. Il est imme´diat que Q est absolument con-
tinue par rapport a` Pp de par sa de´finition. Nous allons donc juste montrer que Q
est re´versible, c’est-a`-dire que R est autoadjoint dans L2(Q) (on notera (·, ·)L2
Q
le
produit scalaire de L2Q). Soit h et g deux fonctions mesurables et borne´es sur Ω, on
a alors,
(h,Rg)L2
Q
=
∫
h(ω)Rg(ω)dQ(ω)
=
∫
h(ω)
∑
|e|=1
pω(0, e)g(T
eω)
 f(ω)dPp(ω)
=
1
Z
∑
|e|=1
∫
h(ω)c0,e(ω)g(T
eω)dPp(ω).
On utilise maintenant que Pp est invariant par translation.
(h,Rg)L2
Q
=
1
Z
∑
|e|=1
∫
h(T−eω)c0,e(T−eω)g(ω)dPp(ω)
=
1
Z
∑
|e|=1
∫
h(T−eω)c0,−e(ω)g(ω)dPp(ω)
=
∫
g(ω)
∑
|e|=1
pω(0,−e)h(T−eω)
 f(ω)dPp(ω)
=
∫
g(ω)Rh(ω)dQ(ω)
= (Rh, g)L2
Q
Et la preuve de la Proposition 4.2 est comple`te. 
Nous allons maintenant utiliser le The´ore`me 2.1 de [26] pour obtenir la preuve
du The´ore`me 4.8.
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The´ore`me 4.10 (De Masi-Ferrari-Goldstein-Wick-1989). Soit (Yn)n > 0 une chaˆıne
de Markov en temps discret re´versible et ergodique avec mesure invariante µ. Soit X
une variable σ(Y0, Y1)-mesurable antisyme´trique (voir la De´finition 4.1 juste apre`s
le the´ore`me) et de carre´ inte´grable. Alors le processus,
Xǫ = ǫ1/2
[t/ǫ]∑
n=1
X ◦ θn−1, t ∈ R+,
converge, quand ǫ tend vers 0, vers un mouvement brownien.
Nous rappelons la de´finition d’une variable antisyme´trique.
De´finition 4.1. Une variable ale´atoire X a` valeur dans Rd, et σ(Y0, Y1)-mesurable,
est dite antisyme´trique si
X(Y0, Y1) = −X(Y1, Y0), p.s.
Nous utilisons maintenant le The´ore`me 4.10 avec (ω˜n)n > 0 comme chaˆıne de
Markov. On de´finit X(ω˜0, ω˜1) comme l’unique e ∈ Zd (|e| = 1) tel que
ω˜1 = T
eω˜0.
On peut facilement ve´rifier que les hypothe`ses sont satisfaites et achever la preuve
de la convergence. Il reste a` montrer que la matrice de variance n’est pas de´ge´ne´re´e.
Nous allons pour cela utiliser le The´ore`me 4.6 de [26].
– Pp e´tant isotropique (c’est-a`-dire invariante par les rotations d’angle π/2), le
point (iii) nous assure que la matrice est un multiple de l’identite´ que l’on
note σ2.
– Le point (i) du meˆme the´ore`me nous assure ensuite que σ2 est strictement
positif car P-p.s., c0,e1 > 1.
La preuve du The´ore`me 4.8 est maintenant comple`te.
Remarque 4.3. Nous avons choisi pour cette preuve de conside´rer le processus
environnement vu depuis la particule a` valeur dans Ω, c’est-a`-dire d’observer la
percolation. Dans les articles [43] et [26], le processus environnement vu depuis la
particule est a` valeur dans (0,+∞)Ad et on observe donc le re´seau de conductances.
On peut cependant facilement ve´rifier que les hypothe`ses que nous avons controˆle´es
pour notre processus sont e´galement vraies pour le processus des conductances.
CHAPITRE 5
Une marche ralentie par les clusters d’une percolation
Dans ce chapitre, nous e´tudions une marche ralentie par les clusters d’une per-
colation de sites sous-critique et e´galement soumise a` un biais. On e´tablit l’existence
de deux re´gimes selon la puissance du ralentissement. Pour un ralentissement faible,
on observe un re´gime balistique (ou diffusif en l’absence de drift) tandis que pour un
fort ralentissement, on bascule dans un re´gime sous-diffusif. On donne la valeur cri-
tique se´parant les deux re´gimes et on de´crit chacun des deux re´gimes en caracte´risant
l’expansion dans le cas sous-diffusif et par un principe d’invariance quenched dans
le cas diffusif.
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Ce chapitre est constitue´ de l’article Random Walk Delayed on Percolation Clus-
ters publie´ dans Journal of Applied Probability ([21]). Cet article re´dige´ en anglais
est pre´ce´de´ d’une bre`ve pre´sentation en franc¸ais (de´crivant essentiellement le mode`le
de trappes de Bouchaud).
1. Pre´sentation de l’article Random Walk Delayed on Percolation
Clusters
Cette partie comple`te l’introduction de l’article Random Walk delayed on per-
colation clusters ([21]). On y trouvera une courte pre´sentation du mode`le et on
insistera, davantage que dans [21], sur les liens avec les mode`les de´ja` existants.
1.1. Rappel du mode`le et des principaux re´sultats. Dans ce chapitre,
nous allons nous inte´resser a` un nouveau mode`le de marche ale´atoire en milieu
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ale´atoire. L’environnement sera construit comme dans [51] a` partir d’une percola-
tion de sites sous-critique. Les transitions seront construites de manie`re a` ralentir la
marche lorsqu’elle passe dans un cluster. Ce ralentissement sera croisant (exponen-
tiellement) avec la taille du cluster traverse´. On se donne e´galement la possibilite´
d’ajouter un biais a` la marche. Donnons maintenant une de´finition pre´cise de ce
mode`le.
On conside`re p < pc ainsi que la mesure de percolation de sites Pp que nous avons
de´finie et sommairement de´crite au de´but du Chapitre 4. Comme p est fixe´ pour
cette partie, et afin d’alle´ger les notations, nous noterons P la loi de la percolation
au lieu de Pp. On se donne e´galement une variable ω de loi P. On fixe une direction
de biais ℓ ∈ Sd−1 ainsi qu’un parame`tre λ > 0 repre´sentant la force de ce biais. On
se donne e´galement un parame`tre β > 0 pour la force de l’attraction exerce´e par les
clusters. Pour un environnement ω fixe´, on de´finit la chaˆıne de Markov (Yt)t > 0 de
loi Pω en temps continu et a` valeur dans Z
d en donnant son squelette et ses temps
de sauts (rappelons qu’on appelle temps de saut les inverses des taux de saut).
– Squelette Le squelette (Xn)n > 0 est la marche simple drifte´e partant de 0 et
de loi P˜ , de´finie pour tout x ∈ Zd et e ∈ Zd, |e| = 1 par,
P˜ (Xn+1 = x+ e|Xn = x) = e
λℓ·e∑
|e′|=1 e
λℓ·e′ .
On notera en particulier que le squelette ne de´pend pas de l’environ-
nement ω. C’est un point important qui facilite beaucoup l’e´tude de Pω.
– Taux de saut En tout point x ∈ Zd, le taux de saut de la marche est e−βCx .
Le temps moyen passe´ au point x est donc eβCx et on notera que ce temps
croit exponentiellement avec la taille du cluster de x (dans le cas non trivial
β > 0).
La loi annealed, comme toujours, est de´finie en inte´grant sur l’environnement :
P = P× Pω.
On trouvera une description de cette loi sous forme de ge´ne´rateur ainsi que d’autres
commentaires sur ce mode`le dans l’introduction de [21]. Rappelons brie`vement les
re´sultats principaux de cet article,
– Le The´ore`me 5.1 e´tablit la loi des grands nombres annealed et donne une
expression de la vitesse.
– Le The´ore`me 5.2 e´tablit l’existence d’un re´gime sous-diffusif pour une attrac-
tion β > ξ et donne l’expansion alge´brique de la marche selon la dimension d
et la pre´sence (ou non) d’un drift pour le squelette.
– Le The´ore`me 5.3 e´tablit un re´gime diffusif pour β < ξ et λ = 0 caracte´rise´ par
un principe d’invariance quenched.
Ces re´sultats s’inscrivent tre`s bien dans le cadre des MAMA dont le milieu est
fourni par une percolation. On retrouve notamment comme dans [68], [10] et [51]
l’existence de deux re´gimes selon la valeur du parame`tre. Pour une attraction faible,
l’environnement est ignore´ et la marche se comporte comme la marche simple satis-
faisant un principe d’invariance tandis que pour une attraction forte la marche est
ralentie et on bascule dans un re´gime sous-diffusif. Ce mode`le est e´galement tre`s
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proche du Mode`le de Trappes de Bouchaud. Dans la prochaine partie, nous
pre´sentons ce mode`le ainsi que ses liens mathe´matiques avec le mode`le que l’on
vient d’introduire.
1.2. Mode`le de trappes de Bouchaud.
Un peu de physique. Le Mode`le de trappes de Bouchaud (BTM) a e´te´ introduit
par le physicien Jean-Philippe Bouchaud dans [14] en 1992. Le but du BTM est de
mode´liser le phe´nome`ne de vieillissement (aging en anglais) apparaissant dans cer-
tains syste`mes physiques. Il s’agit plus pre´cise´ment d’un mode`le phe´nome´nologique
introduit pour expliquer la dynamique de verres de spin mais pouvant eˆtre adapte´
pour analyser la dynamique d’autres syste`mes de´sordonne´s. Nous allons maintenant
de´crire tre`s brie`vement les ide´es de cette mode´lisation ; nous nous appuierons sur
l’article original et sur les notes de cours de Jiˇr´ı Cˇerny´, [18]. Le paysage d’e´nergie li-
bre pour les mode`les de Edwards-Anderson ou Sherrington-Kirkpatrick, comme ceux
de nombreux syste`mes de´sordonne´s pre´sentent un profil ✭✭ escarpe´ ✮✮ mal connu. La
dynamique du syste`me est donc difficile a` comprendre. Selon l’intuition physique, le
syste`me passe une grande partie du temps dans les valle´es du paysage d’e´nergie tan-
dis que le temps pour changer de valle´e est ne´gligeable. L’ide´e de Bouchaud est donc
de remplacer ce paysage complique´ par un graphe ou` chaque sommet correspond a`
une valle´e ou puits d’e´nergie et chaque arreˆte correspond a` un ✭✭ col ✮✮ se´parant deux
puits. On ne suppose pas de ge´ome´trie a` priori sur la fonction d’e´nergie et on con-
side´rera donc le graphe complet. Nous donnons une illustration de la construction
de ce type de graphe a` environnement fixe´ (c’est-a`-dire ici a` fonction d’e´nergie fixe´e)
avec la Figure 5.1. Pour rendre le dessin lisible, nous conside´rons un espace unidi-
mensionnel alors que l’espace des e´tats est de tre`s grande dimension. Apre`s avoir
Enérgie libre
Modèle de trappes:
Etat
Fig. 5.1. Simplification de la fonction d’e´nergie libre
fait cette simplification, nous e´tudions maintenant l’aspect dynamique qui est le but
re´el de cette mode´lisation. La dynamique du syste`me (de´termine´e par la fonction
d’e´nergie) est remplace´e par une dynamique markovienne sur le graphe. Le squelette
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est la marche simple sur le graphe complet (on conserve ainsi l’ide´e qu’il ne faut pas
privile´gier de ge´ome´trie), et il faut encore choisir les taux de saut. Bouchaud propose
de tirer de fac¸on i.i.d. la profondeur de chaque puits d’e´nergie selon une variable
exponentielle (que l’on prend de parame`tre 1 pour simplifier). En accord avec la
loi d’Arrhenius, le temps de sortie d’un puits de profondeur ∆E est en moyenne
ec∆E/T , ou` c de´signe une constante physique que l’on supposera de´sormais e´gale a`
1. On conside´rera donc comme temps de sauts en x, une famille i.i.d. de variables
exponentielles de moyenne e∆E/T . Il est important de noter que la queue de distribu-
tion de ces temps de sortie est en 1/uT et le temps moyen annealed passe´ dans une
trappe n’est donc pas inte´grable a` basse tempe´rature. Lorsque le syste`me e´volue,
il de´couvre donc des puits dans lesquels il se´journe pendant une dure´e comparable
a` la dure´e de vie du syste`me (au moins jusqu’a` ce qu’il ait parcouru la totalite´
du graphe que l’on doit penser tre`s grand). C’est cette particularite´ que Bouchaud
exploite pour expliquer avec succe`s le vieillissement du verre de spin.
Retour aux mathe´matiques. Le mode`le physique de Bouchaud a donne´ lieu a une
importante litte´rature mathe´matique ; citons par exemple [3], [15], [32] ou encore
[4], cette liste e´tant bien e´videmment loin d’eˆtre exhaustive. Nous ne pre´senterons
ici que les re´sultats les plus proches du mode`le que l’on e´tudie dans [21], c’est-a`-dire
le mode`le de trappe dans Zd. Ce mode`le a e´te´ e´tudie´ par Ben Arous et Cˇerny´ dans
[6]. Notons que la ge´ome´trie particulie`re des trappes dans Zd (chaque trappe a 2d
voisins) n’a, a` priori, aucune justification physique. Le processus e´tudie´ dans [6] est
similaire a` celui que nous avons e´tudie´ dans [21], mais les taux de saut sont cette fois
distribue´s de fac¸on i.i.d. selon une loi P. Plus pre´cise´ment, un environnement sera
une famille (τx)x∈Zd ∈ (0,+∞)Zd et pour un environnement fixe´, on de´finit, comme
dans la premie`re partie de ce chapitre, la chaˆıne de Markov en temps continu (Yt)t > 0
par son squelette et ses taux de saut :
– Le squelette (Xn)n > 0 est la marche simple aux plus proches voisins dans Z
d
partant de 0. Notons, comme pour le mode`le de [21], que le squelette ne de´pend
pas de l’environnement.
– Le taux de saut en x ∈ Zd est e´gal a` τ−1x . Chacun des temps d’attente au site
x est donc donne´ par une variable exponentielle de moyenne τx.
On notera Pτ la loi de (Yt)t > 0 pour un environnement (τx)x∈Zd ∈ (0,+∞)Zd fixe´.
On de´finit maintenant la loi P sur l’environnement comme e´tant la mesure produit
dont la marginale en x ∈ Zd ve´rifie :
P(τx > u) =
1
uα
, u ∈ R+,
avec α ∈ (0, 1) un parame`tre fixe´. On peut maintenant de´finir la loi annealed P par
P = P× Pτ .
Ben Arous et Cˇerny´ e´tablissent dans [6] la convergence en loi de (Yt)t > 0 cor-
rectement renormalise´ vers un processus (Zd,αt )t > 0 non de´ge´ne´re´ appele´ Kinetical-
fractional process. Avant d’e´noncer leur re´sultat, nous de´finissons ce processus.
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De´finition 5.1. On conside`re un mouvement brownien (Bt) > 0 dans Z
d et un
subordinateur (V αt )t > 0, inde´pendant de (Bt) > 0, α-stable et dont la loi est caracte´-
rise´e par E(e−λV
α
t ) = e−λt
α
, pour tout t > 0. On de´finit alors le processus
Zd,αt = B(V α)−1t , t > 0,
ou` ((V α)−1t )t > 0 de´signe l’inverse ge´ne´ralise´ de (V
α
t )t > 0,
(V α)−1t = inf{s > 0, V αs > t}.
La renormalisation du processus (Yt)t > 0 e´tant diffe´rente selon la dimension,
de´finissons pour tout N > 0 le processus,
Y Nt =
YtN
f(N)
, t > 0,
ou` la renormalisation f(N) est de´finie pour tout N > 0 par
f(N) =
{
C2(α)N
α/2(lnN)(1−α)/2 si d = 2
Cd(α)N
α/2 si d > 3,
ou` C2(α) et Cd(α) sont des constantes calcule´es dans [6] que l’on ne pre´cisera pas.
On peut maintenant e´noncer le re´sultat principal de Ben Arous et Cˇerny´ dans [6].
The´ore`me 5.1 (Ben Arous-Cˇerny´-2007). Fixons T > 0. Pour P-presque tout
environnement (τx)x∈Zd, (Y Nt )t > 0 converge en loi vers (Z
d,α
t )t > 0 dans l’espace des
fonctions ca`dla`g muni de la topologie uniforme.
Ce re´sultat est bien plus pre´cis que les the´ore`mes que nous avons obtenus dans [21].
Signalons cependant plusieurs difficulte´s apparaissant dans le mode`le e´tudie´ dans
[21] qui ne sont pas pre´sentes dans [6].
– Les connaissances sur la distribution de la taille du cluster de 0 en percolation
sous-critique (voir le chapitre 6.3 de [36]) sont insuffisantes pour affirmer que
la variable eβC0 est dans le domaine d’attraction d’une loi stable.
– La loi des taux de saut n’est plus une mesure produit mais pre´sente au contraire
une de´pendance entre toutes les marginales.
– La ge´ome´trie d’un cluster en percolation sous-critique est mal connue et il
est donc difficile d’e´valuer correctement la fonction de Green d’un cluster,
contrairement a` celle d’un point qui est bien connue.
Pour achever cette partie nous allons de´crire un mode`le de trappe ge´ne´ralise´ dont
le BTM que l’on vient de pre´senter est un cas particulier. On conside`re un graphe
G dont l’ensemble des sommets est note´ S et l’ensemble des areˆtes est note´ A. On
suppose que S est de´nombrable et on associe a` chaque sommet x ∈ S un re´el stricte-
ment positif τx. On fixe e´galement un parame`tre a ∈ [0, 1]. De´finissons maintenant
la chaˆıne de Markov (Yt)t > 0, partant d’un sommet fixe´, dont le ge´ne´rateur L est
donne´ pour toute fonction f mesurable par :
Lf(x) =
∑
(x,y)∈A
wx,y(f(y)− f(x)), x ∈ S,
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ou` pour tout (x, y) ∈ A
wx,y = τ
−(1−a)
x τ
a
y .
On va s’inte´resser maintenant comme pour le BTM a` des trappes de tailles ale´atoires
et a` queues lourdes, que l’on appellera aussi environnement. On conside`re donc
maintenant que les (τx)x∈S forment une famille de variables positives i.i.d. de loi P
tel que pour tout x ∈ S :
P(τx > u) =
1
uα
, u > 0,
ou` α ∈ (0, 1) de´signe un parame`tre. Notons que l’on peut e´largir un peu la de´finition
de ce mode`le en conside´rant que les trappes sont dans le domaine d’attraction d’une
loi α-stable. On peut ve´rifier que pour a = 0, on retrouve le mode`le de Bouchaud
✭✭ simple ✮✮ que l’on vient de pre´senter. Nous allons maintenant faire quelques remar-
ques sur le cas a 6= 0.
– Nous avons donne´ la loi de (Yt)t > 0 en utilisant le ge´ne´rateur et non, comme
le plus souvent dans ce manuscrit, le squelette et le temps moyen de saut.
Ces deux objets sont en effet beaucoup moins pratiques pour ce mode`le. Le
squelette, en particulier, n’est plus une marche simple sur le graphe,
sa loi de´pend de l’environnement. Notons aussi que le temps moyen de
saut au site x ∈ S de´pend des trappes voisines de x.
– On remarque que la mesure
∑
x∈S τxδx ve´rifie la Detailed Balance Condition
et donc∑
x∈S
τxδx est une mesure re´versible (et invariante) pour (Yt)t > 0.
– Le fait que la dynamique discre`te de´pende de l’environnement rend ce mode`le
conside´rablement plus difficile a e´tudier que le BTM et tre`s peu de re´sultats
sont connus pour l’instant.
Random Walk Delayed on Percolation Clusters ([21])
2. Model and results
Consider the graph of nearest neighbors on Zd, d > 1, and write x ∼ y when
‖x− y‖1 = 1. Here, ‖ · ‖1 is the ℓ1-norm, though | · | denotes the Euclidean norm.
An environment is an element ω of Ω = {0, 1}Zd . Environments are used to
construct the independent identically distributed (i.i.d.) Bernoulli site percolation
on the lattice. We consider the product σ-field on Ω and for p ∈ (0, 1), the probability
P = B(p)⊗Zd , where B(p) denotes the Bernoulli law with parameter p. A site x in
Zd is said open if ωx = 1, and closed otherwise. Consider the open connected
components (so-called clusters) in the percolation graph. The cluster of an open
site x ∈ Zd is the union of {x} with the set of all y ∈ Zd which are connected to x
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by a path with all vertices open. The cluster of a closed site is empty. We denote
by Cx the cardinality of the cluster of x.
It is well known that there exists a critical pc = pc(d) such that for p < pc,
P-almost surely, all connected open components (clusters) of ω are finite, though
for p > pc, there a.s. exists an infinite cluster. Moreover, it follows from [2], [47]
that, in the first case, the clusters size has an exponential tail: For any p < pc, there
exists ξ = ξ(p) > 0 such that for all x,
lim
n→∞
1
n
lnP(Cx > n) = −ξ .
In this paper, we fix p < pc. Let ℓ = (ℓk; 1 6 k 6 d) be a unit vector, λ and β two
non-negative number. For every environment ω, let Pω be the law of the continuous
time Markov chain Y = (Yt)t > 0 on Z
d starting at 0 with generator L given for
continuous bounded functions f by
Lf(x) = K
∑
e∼0
eλℓ·e−βCx
[
f(x+ e)− f(x)
]
,
where we chose the normalizing constant K as K =
(∑
e∼0 e
λℓ·e)−1 for simplicity.
Given ω, define the measure µ on Zd by
µ(x) = e2λℓ·x+βCx . (5.1)
The random measure µ combines a shift in the direction ℓ together with an attraction
to large clusters. Observe that the process Y admits µ as invariant, reversible
measure. Markov processes having µ as invariant measure are of natural interest in
the context of random walks in random environment. They describe random walks
which have a tendency to live on large clusters, the attraction becoming stronger
as β is increased. The isotropic case, λ = 0, has been considered in [51] with
a different, discrete-time dynamics. There, the authors proved that the walk is
diffusive for small β, and subdiffusive for large β. The investigation of slowdowns in
the anisotropic case is then natural. In [60], a random resistor network is considered
with a invariant reversible measure of the form C(x, ω)e2λℓ·x where the random field
(C(x, ω);x ∈ Zd) is stationary ergodic and bounded away from 0 and +∞: in this
case, the random walks in random environment is ballistic for all positive λ.
The study of a general dynamics in the presence of a drift contains many difficult
questions, and the advantage of the particular process Y considered here is that we
can push the analysis further. We could as well handle the discrete time analogous
of Y , i.e. the random walks in random environment with geometric holding times
instead of exponential ones, which falls in the class of marginally nestling walks in
the standard classification (e.g., [76]). The Markov process Y can also be described
with it skeleton and its jump rates. The skeleton X = (Xn)n∈N is defined as the
sequence of distinct consecutive locations visited by Y . Then, X is a discrete time
Markov chain with transition probabilities P˜ , given for x ∈ Zd and e ∼ 0 by
∀x ∈ Zd, ∀e ∼ 0, P˜ (Xn+1 = x+ e|Xn = x) = e
λℓ·e∑
e′∼0 e
λℓ·e′ =: p˜e ,
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and P˜ (Xn+1 = y|Xn = x) = 0 if y is not a nearest neighbor of x. The jump
rate of Y at site x is equal to exp−βCx, and the holding times are independent,
exponentially distributed with mean expβCx. The Markov chain X is quite simple,
it is the random walk on Zd with drift
d(λ) =
1∑d
k=1 cosh(λℓk)
(
sinh(λℓk)
)
1 6 k 6 d
. (5.2)
It is plain that for the random walk,
Xn
n
−→ d(λ) P˜ − a.s., (5.3)
so directional transience is clear, and the law of large number for Y boils down
to studying the clock process which takes care of the jump times. As can be seen
from formula (5.6), the process considered here is a generalization of the so-called
random walk in a random scenery, or the random walk subordinated to a renewal
process, which are used as effective models for anomalous diffusions. The difference
is essentially that the environment (i.e., the field of jump rates) has here some space
correlations, which are short-range. It is also related to the trap model considered
in the analysis of the aging phenomenon introduced in [14]: the aging of this model
has been studied in details, see [5] for a recent review.
For a fixed ω, Pω is called the quenched law and we define the annealed law P
by
P = P× Pω.
Of course, statements which hold P -a.s., equivalently hold Pω-a.s. for P-a.e. envi-
ronment.
Finally, we stress that we assume d > 1 in this paper. The case d = 1 is special
since the critical threshold pc(1) = 1. Moreover, specific techniques are available in
one dimension, e.g. [76] for a survey, however we will stick as much as possible to
techniques applying for all d.
Our first result is the law of large numbers.
Theorem 5.1. (Law of large numbers) For any λ > 0 and any β > 0,
Yt
t
−−−−→
t→+∞
v(λ, β), P − a.s.,
where
v(λ, β) =
(
EeβC0
)−1
d(λ) . (5.4)
In particular, v(λ, β) = 0 if β > ξ or λ = 0 though v(λ, β) · ℓ > 0 if β < ξ and
λ 6= 0.
As in the case λ = 0 considered in [51], slowdowns occur for large disorder
intensity β, when the walk gets trapped on large percolation clusters. This behavior
is reminiscent of the biased random walk on the supercritical percolation infinite
cluster [68], [10] where ballistic or subballistic regimes take place according to the
parameters values. The slowdowns in our paper have a similar nature to those in
some one dimensional random walks in random environment, see [64], [40] and [63].
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Moreover, as in the one dimensional case, we obtain here explicit values for the rate
of escape, a rather unusual fact in larger dimension. More drastic (logarithmic)
slowdowns were also found for an unbiased walker in a moon craters landscape in
[29], [16], or diffusions in random potentials [46], but in these models the behavior
at small disorder is qualitatively different from the behavior without disorder.
The next result contains extra information on the subballistic behavior.
Theorem 5.2. (Subballistic regime) Let β > ξ.
(1) For any d > 1 and λ > 0,
ln |Yt|
ln t
−−−−→
t→+∞
ξ
β
P − a.s.
(2) If λ = 0, for any d > 2 we have
lim sup
t→+∞
ln |Yt|
ln t
=
ξ
2β
P − a.s.
(3) If d = 1 and λ = 0 we have
lim sup
t→+∞
ln |Yt|
ln t
=
1
2
( β
2ξ
+
1
2
)−1
P − a.s.
Hence, the spread of the random walks in random environment scales alge-
braically with time in all cases. Note that in the isotropic case λ = 0, the slowdown
is larger for d = 1 than for d > 2. This will appear in the proof as a consequence
of the strong recurrence of the simple random walk X in the one-dimensional case.
Note that our results are only in the logarithmic scale, though the scaling limit has
been obtained for the isotropic trap model, in dimension d = 1 (e.g., [5]), and d > 2
[6] with limit given, if the disorder is strong, by the time change of a Brownian mo-
tion by the inverse of a stable subordinator (fractional kinetics). Though we believe
that the scaling limit of our model without drift (λ = 0) is the same, we could not
get finer results because of the presence of correlations in the medium. Moreover,
the case of a drift λ 6= 0 has not been considered in the literature, except for d = 1
with renormalization group arguments [49].
To complete the picture, we end by the diffusive case. (Recall that β < ξ is
sufficient for E(eβC0) <∞.)
Theorem 5.3. (Diffusive case regime) Assume λ = 0, and E(eβC0) < ∞.
Then, we have a quenched invariance principle for the rescaled process Zǫ = (Zǫt )t > 0,
Zǫt = ǫ
1/2Yǫ−1t: For almost every ω, as ǫ ց 0, the family of processes Zǫ converges
in law under Pω in the Skorohod topology to the d-dimensional Brownian motion
with diffusion matrix Σ =
(
d× E(eβC0))−1Id. Moreover,
lim sup
t→+∞
ln |Yt|
ln t
=
1
2
a.s. (5.5)
For the proof of our results we will take the point of view of the environment
seen from the walker. It turns out that the “static” environmental distribution is
invariant for the dynamics. Hence the environment is always at equilibrium.
88 5. UNE MARCHE RALENTIE PAR LES CLUSTERS D’UNE PERCOLATION
The paper is organized as follows. In the next section, we introduce the basic
ingredients for our analysis and we prove the law of large numbers of Theorem 5.1.
The last section is devoted to the subballistic regime and contains the proofs of
Theorem 5.2 and 5.3.
3. Preliminaries and the proof of Theorem 5.1
For x ∈ Zd, T x will denote the space shift with vector x. We will consider also
the time shift θ.
Skeleton and clock process of Y . The sequence (Sn;n > 0) of jump times of the
Markov process Y with right-continuous paths is defined by S0 = 0 < S1 < S2 < . . .,
Yt = YSn for t ∈ [Sn, Sn+1), YSn+1 6= YSn . The skeleton of Y is the sequence X given
by Xn = YSn , n > 0. As mentioned above, the skeleton X of Y is the simple
random walk with drift. For any x in Zd, the jump rate of (Yt)t > 0 at x is e
−βCx .
Hence the time Sn of the n-th jump is the sum of n independent random variables
with exponential distribution with mean eβCXi , i = 1, . . . n. This means that the
sequence E = (Ei)i∈N, with Ei = e−βCXi (Si+1 − Si), is, under the quenched law and
then also under the annealed law, a sequence of i.i.d. exponential variables with
mean 1, with E and X independent. The law of this sequence will be denoted by
Q (Q = Exp(1)⊗N, with Exp(1) the mean 1, exponential law). For any n in N, the
time Sn of the n-th jump is given by
Sn =
n−1∑
i=0
EieβCXi . (5.6)
This sequence can be viewed as a step function St := S[t], where [·] is the integer
part, and we also define its generalized inverse S−1: for any t > 0,
S−1(t) = n ⇐⇒ Sn 6 t < Sn+1 .
We observe that Sn → ∞ as n → ∞ Pω-a.s. for all ω, making the function S−1
defined on the whole of R+. Then, Pω-a.s.,
XS−1(t) = Y (t) , ∀t > 0 . (5.7)
and therefore, the process S−1 is called the clock process.
Conversely, let E , X and ω be independent, with distribution Q, P˜ and P respec-
tively, defined on some new probability space. Then, fixing λ and viewing β as a
parameter, by (5.6) and (5.7) we construct, on this new probability space, a coupling
of the processes Y = Y (β) for all β ∈ R. The coupling has the properties that the
skeleton is the same for all β, and that the clock processes are such that for β > β′
and t > 0,
S−1(β; t) 6 S−1(β′; t). (5.8)
The environment seen from the walker. Depending on the time being discrete
or continuous, we consider the processes (ω˜n)n∈N and (ωˆt)t > 0 defined by
ω˜n = T
Xnω , ωˆt = T
Ytω = ω˜S−1(t)
for n > 0, t > 0. We start with the case of discrete time.
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Lemma 5.1. Under P , (ω˜i)i∈N is a stationary ergodic Markov chain. The same
holds for (ω˜i, Ei)i∈N.
Proof of Lemma 5.1. As (Ei)i∈N is an i.i.d. sequence of variables independent
of ω˜, it is enough to prove Lemma 5.1 for the process (ω˜i)i∈N. Under P (resp Pω)
(ω˜i)i∈N is Markovian with transition kernel R defined for any bounded function f
by
Rf(ω) =
∑
e∼0
p˜ef(T
eω) ∀ω ∈ Ω,
and initial distribution P (resp δω). The transitions of (ω˜i)i∈N does not depend on
ω like those of X and, in this sense, the sequence is itself a random walk. Since P is
invariant by translation,
E[f(ω˜1)] =
∫ ∑
e∼0
p˜ef(T
eω)dP =
∑
e∼0
p˜e
∫
f(T eω)dP = E[f(ω)],
showing that P is an invariant measure for (ω˜i)i∈N.
We will use F to denote the product σ-field on ΩN, and for any k > 0, Fk will
denote the σ-field generated by the k first coordinates. Note that θ is measurable
and preserves the law of ω˜ under P . We have to prove that the invariant σ-field
Σ := {A ∈ F , 1A(ω˜) = 1A(θω˜), P -a.s.} is trivial. Let Y be a Σ-measurable bounded
random variable on ΩN, we have to show that it is P -a.s. constant.
Define for all ω in Ω, hY (ω) := Eω[Y ]. We will study this function with standard
arguments e.g. chapter 17.1.1 of [48]. Using Markov property and the θ-invariance
of Y , we can show that,
hY (ω˜k) = E[Y |Fk] ∀k ∈ N, P -a.s. (5.9)
As a consequence, under P , (hY (ω˜k))k > 0 is both a stationary process and an a.s.
convergent martingale, and hence it is a.s. constant. In particular,
Y = hY (ω˜0) P -a.s.,
what means that Y can be considered as a function of the first coordinate alone.
The next step is to show that hY is P-a.s. harmonic, that is
RhY (ω˜0) = hY (ω˜0), P -a.s.
It is a consequence of the following computation,
RhY (ω˜0) = E[hY (ω˜1)|F0] P -a.s.
= E[E[Y |F1]|F0] P -a.s.
= hY (ω˜0) P -a.s.,
where the second equality is true because of (5.9). We will now show that Y is
invariant by translation in space. By invariance of P and harmonicity of hY , it is
true that ∑
e∼0
∫
p˜e(Y − Y ◦ T e)2dP = 0.
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For every e neighbour of 0, p˜e > 0, and the previous equation implies that, P almost
surely Y = Y ◦ T e for any e ∼ 0. Together with the ergodicity of P, this shows that
Y is P -a.s. constant, and completes the proof. 
As a consequence of Lemma 5.1 and Birkhoff’s ergodic theorem, for any function
f in L1(Ω
N) (or f non negative),
1
n
n−1∑
k=0
f(θkω˜)
n→+∞−−−−→ E[f ] P - a.s.
Now, we turn to the time continuous case, and we consider the empirical distri-
bution 1
t
∫ t
0
δωˆsds of the environment seen from the walker up to time t. Our next
result is a law of large numbers for this random probability measure. For small β,
the empirical distribution converges to some limit P0, which is then an invariant
measure for (ωˆt)t > 0.
Corollary 5.1. If β < ξ then P -almost surely, the empirical distribution of
the environment seen from the walker, 1
t
∫ t
0
δωˆsds, converges weakly to P
0 defined by
dP0 = e
βC
E[eβC ]
dP.
Proof of Corollary 5.1. We need to show that t−1
∫ t
0
f(ωˆs)ds→
∫
fdP0 as
t → ∞, for all real bounded continuous function f on Ω. Since eβC0 is integrable
when β < ξ, this follows from the convergence along the sequence t = Sn, n → ∞.
By (5.6), this is equivalent to
n−1
∑n−1
i=0 EieβCXif(ω˜i)
n−1
∑n−1
i=0 EieβCXi
−→
∫
Ω
fdP0 , n→∞.
We first study the P -almost sure convergence of the denominator, i.e. of n−1Sn.
Define the real function g on (RN,ΩN)
g : ((Ei)i∈N, (ω˜i)i∈N) 7→ E0eβC0(eω0)
and note that CXn = C0(ω˜n). Applying Lemma 5.1 and the ergodic theorem to
(ω˜, E) and to the non negative function g, we obtain that n−1Sn converges P -almost
surely to E[eβC0 ]. The numerator can be studied with the same arguments, and we
obtain the claim since for β < ξ both limits are finite. 
With this in hand, we can easily complete the
Proof of Theorem 5.1. Write
Yt
t
=
XS−1(t)
S−1(t))
S−1(t)
S(S−1(t))
S(S−1(t))
t
.
Recall from (5.3) that the first factor in the right-hand side converge almost surely to
d(λ) as t→∞. In the proof of Corollary 5.1 we have shown that S(S−1(t))/S−1(t)→
E[eβC0 ] a.s. for β < ξ, but clearly the result remains true for all β (the limit is infinite
for β > ξ). For the last factor in the right-hand side we simply observe that
S(S−1(t))
S(S−1(t) + 1)
6
S(S−1(t))
t
6 1 , (5.10)
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yielding that S(S−1(t))/t converges P -almost surely to 1 if E[eβC0 ] <∞: in this case,
we then conclude that Yt/t converges P -almost surely to v(λ, β) given by (5.4).
In the case E[eβC0 ] =∞, we just use the right inequality in (5.10) to obtain the
P -almost surely convergence of Yt/t to v(λ, β) = 0. 
4. Subballistic regime, and the proofs of Theorem 5.2 and 5.3
We start with a few auxiliary results.
Lemma 5.2. Assume d > 2 or λ > 0. Then, for any ǫ > 0, there exists α > 0
such that P -almost surely, we eventually have
♯
{
i 6 n, CXi > (
1
ξ
− ǫ) lnn
}
> nα
with the notation ♯A for the cardinality of a set A.
Proof of Lemma 5.2. Define the range Rn as the number of points visited by
(Xi)i∈N during the first n steps. For λ > 0, there exists a constant c1 > 0 such
that P˜ -almost surely eventually Rn > c1n. For λ = 0 and d > 2, it is well known
(see chapter 21 of [58]) that there exists a constant c2 such that P˜ -almost surely
eventually Rn > c2
n
lnn
(when d > 3, the walk is transient and the correct order of Rn
is n). In all cases, there exists a constant c3 > 0 such that under the assumptions
of Lemma 5.2, we have P˜ -almost surely, eventually, Rn > c3
n
lnn
. For a fixed n in N,
we define recursively the time T ni by
T n0 = 0,
T ni = inf{T ni−1 < k 6 n, |Xk −XTnj | > 2(
1
ξ
− ǫ) lnn, ∀j < i} ∀i > 1,
inf ∅ = +∞.
Note that the balls with center XTnj and radius (ξ
−1 − ǫ) lnn are pairwise disjoint,
and define Kn the number of such balls, i.e.
Kn = max{i > 0 : T ni < +∞}
As the cardinality of those ball is c4 ln
d n (for some c4 > 0), it follows from the
previous discussion on the range that P˜ -almost surely, eventually, Kn > c
n
lnd+1 n
,
where c denotes a positive constant. From now on we fix a path (Xi)i > 0 such that
Kn > c
n
lnd+1 n
eventually. In the rest of the proof, we take n large enough so that
the inequality holds. Then,
P
(
♯
{
i 6 Kn, CXTn
i
6 (
1
ξ
− ǫ) lnn} > Kn − nα)
= P
(
∃I ⊂ {1, . . . Kn}, ♯I = Kn − [nα] : ∀i ∈ I, CXTn
i
6 (
1
ξ
− ǫ) lnn
)
6
∑
I⊂{1,...Kn},♯I=Kn−[nα]
P
(
∀i ∈ I, CXTn
i
6 (
1
ξ
− ǫ) lnn
)
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For all j such that 0 6 j 6 Kn−nα, Bni denotes the ball with center XTni and radius
(1
ξ
− ǫ) lnn. The event {CXTn
i
6 (1
ξ
− ǫ) lnn)} is σ{ωx, x ∈ Bni } measurable. As the
balls Bni are disjoint and the environment is i.i.d.,
P
(
♯
{
i 6 Kn, CXTn
i
6 (
1
ξ
− ǫ) lnn} > Kn − nα)
6
(
Kn
[nα]
)(
1− P(C0 > (1
ξ
− ǫ) lnn))Kn−[nα]
6 c5n
nα
(
1− n−(1−ǫξ)+o(1))c nlnd+1 n−nα ,
for some suitable constant c5 > 0. We now choose α < min(1, ǫξ), so that∑
n
P
(
♯
{
i 6 Kn, CXTi 6 (
1
ξ
− ǫ) lnn} > Kn − nα) <∞
We conclude using Borel-Cantelli’s lemma. 
Lemma 5.3. Assume β > ξ. For d > 2 or λ > 0, we have lim infn
lnSn
lnn
>
β
ξ
,
P -almost surely.
Proof of Lemma 5.3. Let η be a positive real number. With ǫ := η/β, from
Lemma 5.2, there exists α > 0 such that P˜ ⊗P-almost surely, there exists a natural
number N = N(X,ω) such that for n > N , the set I = {i 6 n, CXi > (1ξ − ǫ) lnn}
has cardinality ♯I > nα. For n > N ,
Q(Sn < n
β/ξ−η) 6 Q(EieβCXi < nβ/ξ−η, i ∈ I)
6 Q(E1eβCX1 < nβ/ξ−η)nα
6 Q(E1 < nβǫ−η)nα
= (1− e−1)nα .
From previous inequality, we obtain that Q(Sn < n
β/ξ−η) is the general term of a
convergent series and we can use Borel-Cantelli’s Lemma to conclude. 
Lemma 5.4. Assume β > ξ. For d > 1 and λ > 0, we have P -almost surely,
lim supn
lnSn
lnn
6
β
ξ
.
Proof of Lemma 5.4. For any α in (0, 1), by subadditivity we have (u +
v)α 6 uα + vα for all positive u, v, and then
Sαn 6
n∑
i=1
Eαi eαβCXi .
Now, define the function fα
fα : (R
N,ΩN) → R
((Ei)i∈N, (ω˜i)i∈N) → Eα0 eαβC0(eω0).
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Applying Lemma 5.1 and the ergodic theorem to (ω˜, E) with the non negative func-
tion fα, we obtain that for any α such that αβ < ξ,
lim sup
n→+∞
Sαn
n
6 lim
n→+∞
∑n
i=1 Eαi eαβCXi
n
= EQ(Eα1 )× E(eαβC0) <∞
almost surely. Therefore,
lim sup
n→+∞
lnSn
lnn
<
1
α
.
Since α is arbitrary in (0, ξ/β), the proof is complete. 
The two following lemmas deal with the one dimensional case. Notice that when
d = 1, for all n > 0,
P(C > n) = p
n−1∑
k=0
pkpn−1−k = npn,
and as a consequence ξ = − ln p.
Lemma 5.5. Assume β > ξ. For d = 1 and λ = 0, we have P -almost surely,
lim supn
lnSn
lnn
6
β
2ξ
+ 1
2
.
Proof of Lemma 5.5. Here we need to relabel our sequence of exponential
variables (Ei; i > 0). For y ∈ Z, k ∈ N, define Ey,k by
Ey,k = Ei with i such that Xi = y, ♯{j : 0 6 j 6 i,Xj = y} = k ,
i.e. the exponential corresponding to the k-th passage at y. These new variables are
a.s. well defined when d = 1 and λ = 0, and it is not difficult to see that the sequence
(Ey,k)y∈Z,k∈N is i.i.d. with mean 1 exponential distribution, and independent of X
and of ω. The number of visits of the walk to a site y at time n will be denoted by
θ(n, y). We can rewrite Sn in the following way,
Sn =
n−1∑
i=0
eβCXiEi =
∑
y∈Z
eβCy
θ(n,y)−1∑
k=0
Ey,k
 . (5.11)
Notice that for any η > 0,
P˜ − a.s. for n large enough, θ(n, y) = 0 ∀y > n 12+η (5.12)
(see for example Theorem 5.7 p.44 in [58]). As a consequence, we obtain that for
any positive α < 1, P˜ -almost surely for n large enough,
Sαn 6
n
1
2+η∑
y=−n− 12+η
eαβCy
θ(n,y)−1∑
k=0
Ey,k
α .
Here and below, the sum
∑b
y=a with real numbers a < b, ranges over all y ∈ Z with
a 6 y 6 b. Notice now that for any ν > 0,
P˜ − a.s. for n large enough, sup{θ(n, y), y ∈ Z} < n 12+ν (5.13)
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(see for example Theorem 11.3 p. 118 in [58]), and we obtain for such n,
1
2n
1
2
+ηn(
1
2
+ν)α
Sαn 6
1
2n
1
2
+η
n
1
2+η∑
y=−n− 12+η
eαβCy(
1
n
1
2
+ν
n
1
2+ν∑
k=0
Ey,k)α. (5.14)
For any y in Z and n in N, we define uy,n =
1
n
1
2
+ν
n
1
2+ν∑
k=0
Ey,k. Fix µ > 0, according to
the large deviation principle for i.i.d. sequences, there exists Iµ > 0 such that, for
any y in Z and any n in N,
Q(|uy,n − 1| > µ) 6 e−Iµn
1
2+ν .
Using the independence of the (Ey,k)y∈Z,k∈N, it is easy to check that
Q(∃y ∈ [−n 12+η, n 12+η], |uy,n − 1| > µ),
is the general term of a convergent series and using Borel-Cantelli’s lemma we obtain
that Q-almost surely, for n large enough and for any −n 12+η < y < n 12+η,
|uy,n − 1| < µ. (5.15)
From the ergodicity of the environment, it is true that P-almost surely,
1
2n
1
2
+η
n
1
2+η∑
y=−n− 12+η
eαβCy
n→+∞−−−−→ E[eαβC ]. (5.16)
Using now (5.14),(5.15) and (5.16), we obtain that for any α < ξ/β, there exists
M < +∞ such that, P -almost surely for n large enough,
Sn < Mn
1
2α
+ η
α
+ 1
2
+ν .
Since the last inequality is true for η and µ arbitrary small and α arbitrary close to
ξ/β, the proof is complete. 
Lemma 5.6. Assume β > ξ. For d = 1 and λ = 0, we have P -almost surely,
lim infn→∞ lnSnlnn >
β
2ξ
+ 1
2
.
Proof of Lemma 5.6. Let η and ν be two positive real numbers. As a con-
sequence of (5.12) and (5.13), P˜ -almost surely, for n large enough, at least n
1
2
− νξ
4
sites are visited more than n
1
2
−η times, we will denote the set of those sites by On.
Fix now a path (Xi)i > 0 such that for all n > 0, ♯On > n
1
2
− νξ
4 . As in the proof of
Lemma 5.3, we can choose a family of αn :=
n
1
2−
νξ
4
1
2
( 1
ξ
−ν) lnn points (yi)i 6 αn in On such
that the intervals (Ii)i 6 αn centered in (yi)i 6 αn and of length
1
2
(1
ξ
− ν) are disjoint.
If all sites of an interval are open, it will be said open, otherwise it will be said
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closed. Using the fact that the (Ii)i 6 αn are disjoint, we obtain that,
P(Ii is closed, for all i 6 αn) 6 (1− n− 12 (1−νξ)+o(1))αn
6 e−n
νξ
4 +o(1) .
As a consequence of Borel-Cantelli’s lemma we obtain that P -almost surely, for n
large enough, there exists at least one site visited more than n
1
2
−η times and that
belongs to a cluster of size greater than 1
2
(1
ξ
− ν) lnn, we will note this site y˜n, and
therefore,
Sn >
n
1
2−η∑
i=0
n
β
2ξ
−νβEeyn,i.
Using the large deviation upper bound similarly to the lines below (5.14), we obtain
from the last inequality that P -almost surely, for n large enough,
Sn >
1
2
n
1
2
+ β
2ξ
−νβ−η.
Since ν and η can be chosen arbitrary small, this last inequality ends the proof. 
Proof of Theorem 5.2. We first assume that β > ξ. From Lemma 5.3 and
Lemma 5.4, we know that under assumptions of parts 1 or 2 of Theorem 5.2,
lim
n→+∞
lnSn
lnn
=
β
ξ
P − a.s.
From the inequalities
lnS(S−1(t))
lnS−1(t)
6
ln t
lnS−1(t)
<
lnS(S−1(t) + 1)
lnS−1(t)
,
we deduced that P -almost surely,
lim
t→+∞
ln t
lnS−1(t)
=
β
ξ
.
Applying the same arguments as above, we deduce from Lemma 5.5 and Lemma 5.6
that under assumptions of part 3 of Theorem 5.2,
lim
t→+∞
ln t
lnS−1(t)
=
β
2ξ
+
1
2
, P − a.s.
Write now,
ln |Yt|
ln t
=
ln |XS−1(t)|
lnS−1(t)
lnS−1(t)
ln t
.
To conclude in the case β > ξ, note that under assumptions of part 1, ln |Xn|
lnn
con-
verges P˜ -almost surely to 1 and under assumption of part 2 and 3, P˜ -almost surely,
lim supn→+∞
ln |Xn|
lnn
= 1
2
by the law of iterated logarithm.
To extend the results to the border case β = ξ, we use the property (5.8) of the
coupling, which implies that the long-time limit of ln |Yt|
ln t
is non-increasing in β. This
completes the proof of part 1 with β = ξ. For the other parts, we use the property
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(5.5), that we will prove independently below. Again, the results claimed for β = ξ
in parts 2 and 3 follow from the monotonicity of the coupling. 
Proof of Theorem 5.3. First observe that when λ = 0,
f(Yt)−
∫ t
0
(2d)−1e−βCYs
∑
e∼0
[
f(Ys + e)− f(Ys)
]
ds
is a Pω-martingale for f continuous and bounded. Then, for all ω, the process Y is
a square integrable martingale under the quenched law Pω. Its bracket is the unique
process 〈Y 〉 taking its values in the space of nonnegative symmetric d× d matrices
such that YtY
∗
t − 〈Y 〉t is a martingale and 〈Y 〉0 = 0. We easily compute
〈Y 〉t =
∫ t
0
e−βCYsds× d−1Id
By Corollary 5.1, we see that the bracket Zǫ is such that, for all t > 0,
〈Zǫ〉t = ǫ〈Y 〉ǫ−1t
= ǫ
∫ ǫ−1t
0
e−βCYsds× d−1Id
−→ tΣ as ǫց 0
P -a.s., and then in Pω-probability for a.e. ω. Let us fix such an ω, and use the
law Pω. Since the martingale Z
ǫ has jumps of size ǫ−1/2 tending to 0 and since its
bracket converges to a deterministic limit, it is well known (e.g. Theorem VIII-3.11
in [38]) that the sequence (Zǫ, ǫ > 0) converges to the centered Gaussian process
with variance tΣ, yielding the desired invariance principle under Pω.
We now prove (5.5). Since λ = 0 we have lim supn ln |Xn|/ lnn = 1/2, P˜ -a.s., and
since EeβC0 <∞ it holds a.s. limt lnS−1(t)/ ln t = 1. This implies the claim. 
Concluding remarks: (i) Part 2 of Theorem 5.2 deals with the upper limit
in the subdiffusive case λ = 0, β > ξ. We comment here on the lower limit. In
dimension d > 3, n−1/2|X[ns]| converges to a transient Bessel process, and it is not
difficult to see that
lim sup
t→∞
ln |Yt|
ln t
= lim
t→∞
ln |Yt|
ln t
= ξ/(2β)
In dimension d 6 2, X is recurrent, and then lim inft |Yt| = 0 and
lim inf
t→∞
ln |Yt|
ln t
= −∞
(ii) A natural question is: What does the environment seen from the walker
look like in the subballistic case? In fact, the prominent feature is that the size of
surrounding cluster is essentially the largest one which was visited so far. Consider
for instance the case of positive λ. One can prove that, for β > ξ and ǫ > 0,
1
t
∣∣∣ {s ∈ [0, t] : (ln t)−1CYs ∈ [β−1 − ǫ, β−1 + ǫ]} ∣∣∣ −→ 1
P -a.s. as tր∞.
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(iii) We end the paper with a short comment on the case when the environment
is a general random field, not necessarily coming from site percolation. It is easy
to check that Theorems 5.1 and 5.3, together with their proofs, remain valid for a
stationary, ergodic random field (Cx, x ∈ Zd). On the contrary, our proof of Theorem
5.2 uses some independence property specific to the percolation model.
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Marches ale´atoires en milieux ale´atoires :
E´tude de quelques mode`les multidimensionnels
Re´sume´ : Cette the`se est consacre´e a` diffe´rents mode`les de marches ale´atoires en
milieux ale´atoires ; elle est constitue´e de 5 chapitres. Les chapitres 1 et 4 sont es-
sentiellement bibliographiques, ils couvrent une partie de la litte´rature consacre´e au
mode`le i.i.d ainsi qu’a` diffe´rents mode`les ou` l’environnement est construit a` partir
d’une percolation. Dans le chapitre 2, nous e´tudions la classe des marches admettant
une direction asymptotique dans le cas du mode`le i.i.d., c’est-a`-dire tel que Xn/|Xn|
ait une limite de´terministe sous la loi annealed. Nous e´tablissons notamment qu’une
marche admet une direction asymptotique si et seulement si elle est transiente dans
toutes les directions d’un ouvert non vide de Rd. Dans le chapitre 3, nous e´tudions un
mode`le de marches en temps continu en milieux ale´atoires. Les diffe´rents re´sultats de
cette partie de´crivent l’impact du couplage entre les transitions et les taux de saut
sur la vitesse de la marche. Le chapitre 5 est consacre´ a` un mode`le de marche ralentie
par les clusters d’une percolation sous-critique dans Zd. Nous montrons que, selon
la force du ralentissement, la marche se place dans un re´gime sous-diffusif ou diffusif.
Mots-cle´s : marches ale´atoires, milieux ale´atoires, chaˆıne de Markov, structure
de renouvellement, percolation, environnement vu depuis la particule.
Random walks in random environments :
Study of some multidimensional models
Abstract : This dissertation is devoted to different models of random walks in
random environments ; it is made of 5 Chapters. Chapter 1 and 4 are surveys of lit-
erature devoted, respectively, to i.i.d model and models where environments is given
by a percolation. In Chapter 2 we study the class of walks admitting an asymptotic
direction in the case of i.i.d. model, i.e. walks such that Xn/|Xn| has a deterministic
limit under the annealed law. We prove that a walk belongs to this class if and
only if it is transient in any direction of a non empty open set of Rd. In Chapter 3
we study a model of continuous time random walk in a random i.i.d. environment.
More precisely, we describe how the coupling of the transition vectors and the jump
rates modify the speed of the walk. Chapter 5 is devoted to a model of walk de-
layed by clusters of a site subcritical percolation. We find two distinct regimes : a
ballistic one and a subballistic one taking place when the attraction is strong enough.
Keywords : random walks, random media, Markov chains, renewal structure, per-
colation, environment seen from the particle.
